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Resumen 
Este trabajo pretende contribuir al campo de las investigaciones didácticas que tienen 
como objetivo analizar la relación de la enseñanza y aprendizaje de los conceptos 
matemáticos en la escuela secundaria. Especialmente se ponen en consideración una 
serie de actividades didácticas, en cuyo diseño se adaptaron problemas históricos que 
aportaron elementos disciplinares en el desarrollo de la astronomía y que orientaron en 
el aula una transposición de la geometría de la regla y el compás a la trigonometría.  
 
Las situaciones problema puestas en juego pretendieron incentivar el desarrollo del 
pensamiento científico de los estudiantes al promover en cada momento de la 
intervención didáctica la utilización del método científico, potenciando el uso de 
diferentes sistemas de representación; es decir imágenes, gráficos, símbolos y material 
concreto. De esta manera se podían acercar al concepto matemático puesto en juego, en 
este caso, en los problemas que se modelan haciendo uso de la trigonometría.  
 
Palabras clave: (Didáctica, Astronomía, Geometría, Trigonometría, Sistemas de 
representación, Solución de Problemas) 
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Abstract 
The aim of this work is to contribute to the didactic research field that analyzes the 
relationship between teaching and learning mathematic concepts in high school.  There is 
a series of didactic activities that were designed by adapting historical problematic 
situations. They provided disciplinary elements to the development of astronomy, in the 
same way; they oriented a transposition of the geometry using ruler and compass to 
trigonometry.  
 
The objective of the proposed problematic situations is to encourage students to develop 
scientific thinking. During the different sessions, students were able to apply the scientific 
method, using different representational systems such as images, pictures, graphs, 
symbols, and manipulative material. In this way, the students approached trigonometry 
concepts modeling, representing and solving the proposed word problems.  
 
 
 
Keywords: (Didactics, Astronomy, Geometry, Trigonometry, representational 
systems,  problem solving) 
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 Introducción 
Este trabajo presenta una propuesta didáctica, que busca generar una transición de la 
geometría a la trigonometría, con el fin de aportar elementos disciplinares que permitan a 
los estudiantes de grado décimo de educación media, un acercamiento conceptual de 
estas dos ramas de las matemáticas. En esa medida, la astronomía es una de las 
ciencias que más puede aportar situaciones didácticas a la clase de trigonometría, 
porque  incorpora el uso de materiales, problemas (históricos – epistemológicos) que se 
pueden contextualizar, generando en los estudiantes la necesidad de construir conjeturas 
a través de la interacción en grupos y el uso de diferentes representaciones.  
 
Además de dinamizar el pensamiento científico, parece ser un campo fértil para 
implementar metodologías dirigidas a la enseñanza de las matemáticas. En este aspecto 
Roca (2009) [1] plantea que sería muy apropiado el uso de la astronomía en la 
introducción de la geometría, trigonometría y el cálculo utilizando problemas que plantean 
los fenómenos astronómicos. Por ejemplo, el cálculo de las distancias en el sistema solar 
o a las estrellas más cercanas, pueden utilizarse sencillamente para enseñar la 
trigonometría. 
 
La idea de poner en práctica esta propuesta, es el resultado de la observación realizada 
desde el ejercicio docente desarrollado en el I.E.D. Las Violetas [2].Durante 3 años se ha 
percibido que los estudiantes de grado décimo tienen una habilidad aceptable para 
memorizar algoritmos que utilizan  para realizar ejercicios planteados en los textos, en los 
que generalmente se muestran circunstancias ideales. Pero presentan diferentes vacíos 
conceptuales, al abordar situaciones cotidianas que se modelan con las relaciones 
trigonométricas (seno, coseno, tangente), y que presentan variaciones en comparación 
con los ejercicios netamente teóricos. A este respecto Campanario (1999) [3] indica que 
muchos alumnos piensan que el conocimiento científico se articula en forma de 
ecuaciones y definiciones que tienen que ser memorizadas más que comprendidas. 
 
Esta tendencia exige que el docente integre ambientes de aprendizaje alternativos e 
innovadores a las estrategias tradicionales de enseñanza, pues según Calatayud, Gil y 
Gimeno (1992) [4] son poco eficaces para promover el aprendizaje significativo, debido a 
que se fundamentan en unas suposiciones falsas, entre otras porque “El proceso de 
enseñanza-aprendizaje se reduce a una simple transmisión y recepción de 
conocimientos elaborados”. Según Camargo y Guzmán (2005) [5] la escuela francesa 
propone la constitución de ambientes de aprendizaje en donde las nociones se aprenden 
a partir de su uso efectivo en la solución de problemas; en ese sentido, este trabajo 
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pretende proponer “situaciones problema” que exijan a los estudiantes generar 
estrategias que les permitan realizar transformaciones al planteamiento inicial, con el fin 
de encontrar nuevos caminos para resolver los problemas planteados. De esta manera 
motivar y animar a los alumnos para que confíen en sus propias capacidades y hacerles 
ver el lado más práctico de la trigonometría. 
 
¿Por qué reconstruir la historia?  
La historia de los hechos que han dado origen a los conceptos matemáticos le 
proporcionan al docente un banco de problemas y estrategias didácticas ricas en el 
sentido que plantea el profesor Font V. (2005) [6] donde se indica que “es una situación 
que supere el aprendizaje pasivo, gracias a la incorporación al proceso de enseñanza 
aprendizaje, entre otros, de algunos de los siguientes aspectos: la actividad del alumno, 
el uso de materiales, problemas contextualizados, grupos de trabajo, uso de diferentes 
representaciones, la relación entre diferentes contenidos, etc.” que lo colocan tanto  a él 
como a los estudiantes en los contextos históricos y biográficos que han dado lugar a los 
conceptos matemáticos. No basta entonces con conocer las anécdotas superficiales de 
la disciplina y nombres específicos de autores importantes. Es necesario entender su 
trabajo, reconstruirlo de manera rigurosa, para poder utilizar la historia como recurso 
didáctico. Esto le permite al maestro diagnosticar si los estudiantes presentan obstáculos 
similares a los que precedieron la consolidación de la teoría estudiada. En palabras de 
De Guzmán (2001) [7] “la historia le puede proporcionar (al maestro) una visión 
verdaderamente humana de la ciencia y de la matemática, de lo cual suele estar también 
el matemático muy necesitado”. En ese sentido el lector encontrará en las actividades 
realizadas con los estudiantes una constante referencia. Sokal (1998) [8] indica que “todo 
aquel que quiera hablar de las ciencias naturales y nadie está obligado a hacerlo, ha de 
estar bien informado sobre el tema y evitar hacer afirmaciones arbitrarias sobre las 
ciencias o su epistemología”. Esto le permitirá al docente realizar aquello que Chevallard 
(1991) designa como “transposición didáctica”, es decir adaptar las complejas teorías de 
la disciplina científica en el aula. 
 
¿Por qué volver a la geometría?  
La introducción de la llamada matemática moderna con la corriente formalista (Bourbaki) 
en los años 60 y 70 del siglo pasado, contribuyó a la sustitución de la geometría por el 
álgebra, y a su vez desapareció la importancia de sus contenidos de los planes de 
estudio. El objetivo de este trabajo es hacer una transición de la geometría a la 
trigonometría, teniendo en cuenta que históricamente (la geometría) introdujo la norma 
del rigor en la matemática; su estilo de razonamiento deductivo sirvió como modelo de 
referencia a otras ciencias como, la astronomía y la geografía. Cabe anotar que en 
Alejandría y en la India la trigonometría era parte de la astronomía, con los trabajos 
realizados por Hiparco (190 a. C) y Tolomeo (87 d. C), se relacionan la geometría, la 
astronomía y la trigonometría. Áreas de las ciencias que en muchas ocasiones los planes 
de estudio de la educación secundaria, presentan de forma desarticulada, priorizando la 
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síntesis (presentación de resultados) sobre el análisis de las situaciones planteadas 
(problemas a resolver), generando en los estudiantes un aprendizaje no significativo. 
Por tal razón, este ejercicio pedagógico reconstruye (parcialmente) a través de sus 
actividades didácticas, algunas de las teorías formuladas desde Tales de Mileto hasta 
aproximadamente la escuela de Alejandría. Teniendo como excusa la reconstrucción de 
problemas de astronomía que concentraron la atención de muchos de los matemáticos 
de ese tiempo. En relación a esto concuerdo con lo que plantea De Guzmán (2001) “Es 
claro que no se puede esperar que los estudiantes descubran en un par de semanas lo 
que la humanidad elaboró tal vez a lo largo de varios siglos de trabajo intenso de mentes 
muy brillantes. Lo que sí es cierto, es que la búsqueda con guía, sin aniquilar el placer de 
descubrir, es un objetivo alcanzable en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, 
así como la detección de técnicas concretas, de estrategias útiles de pensamiento en el 
campo en cuestión y de su transmisión a los estudiantes”. 
En este aspecto todas aquellas teorías enunciadas y de las cuales los estudiantes tienen 
que hacer uso, se recrean con modelos (material) manipulativos. De hecho los 
Estándares Curriculares Básicos de calidad en Matemáticas (MEN) [9] y de Evaluación 
para la educación matemática (NCTM), argumentan que “las matemáticas son parte 
inseparable de la experiencia de los [estudiantes], porque ellos adquieren muchas 
nociones intuitivas mientras interactúan y construyen los objetos que modelizan las 
relaciones matemáticas”. 
En la citada reconstrucción se trata de hacer de cada problema abordado (en este 
trabajo) en la astronomía una heurística analítica que conduzca a la transición de la 
geometría a la trigonometría. Cabe anotar que el análisis para los griegos suponía el 
problema resuelto y se razonaba “hacia atrás”, es decir hacer un estudio detallado de 
cada teoría y las técnicas que están involucradas en la resolución del problema. 
 
Algunos estudios previos  
A continuación se resaltan algunas investigaciones y publicaciones realizadas en torno a 
la relación Astronomía – Matemáticas tanto en el ámbito internacional como en el ámbito 
local. A nivel internacional se destacan trabajos como: La Cátedra De Matemáticas y 
Astronomía en la Universidad de Salamanca del Siglo XVI, artículo escrito por  Javier 
Alejo Montes (1993) [10] donde hace un resumen de cómo se impartía la cátedra en las 
universidades españolas del siglo XVI y hace relevancia en la importancia que le daban a 
las aplicaciones prácticas que estas disciplinas podían ofrecer; de igual forma, los textos 
de Astronomía y matemáticas  de Ana María Gálvez Pérez (2006) [11]. Donde hace un 
recorrido por la historia de la astronomía y resalta el trabajo hecho por Claudio Tolomeo 
en el Almagesto su obra más importante; a nivel local se encuentran trabajos como: La 
Enseñanza de la Astronomía como actividad extracurricular en La Educación Básica, 
artículo de M. Sierra Orduz, E. Vega Vargas y W. A. Pacheco Serrano (2006) [12], del 
Departamento de Física de la Universidad Pedagógica y Tecnológica de Tunja, Boyacá, 
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Colombia, este trabajo narra la experiencia pedagógica con adolescentes de los grados 
9, 10 y 11 en la clase de astronomía. 
Varios trabajos de grado abordan propuestas que relacionan de alguna manera la 
astronomía y las matemáticas, entre ellos están “Propuesta didáctica para pasar de 
preconceptos comunes a conceptos científicos con estudiantes de quinto grado de 
primaria a partir del desarrollo histórico del Zodíaco hasta llegar a la Eclíptica”, realizada 
por Alexandra Jiménez (2011) [13]; “Enseñanza de las Matemáticas haciendo uso de la 
Astronomía”, realizada por Jenny Astrid Cárdenas Cubides (2011) [14]. Estos trabajos 
hacen un recorrido por la historia de la astronomía, generando estrategias didácticas 
para introducir en las clases de matemáticas los conceptos astronómicos mediante la 
observación dirigida del firmamento y con base en esto desarrollar conceptos 
matemáticos como la medida. “Enseñanza de Elementos Básicos de Trigonometría en la 
Astronomía: Una Propuesta para trabajar con estudiantes de Educación Media”, 
realizada por Lady Johanna Plazas Rojas (2012) [15]; en este trabajo se proponen 
algunas actividades didácticas con el fin de introducir los conceptos básicos de la 
trigonometría plana y su relación con la trigonometría esférica mediante la observación 
con base en nociones de astronomía de posición. 
En el capítulo 1 se presenta el desarrollo histórico de la geometría como herramienta de 
la astronomía y su articulación con la trigonometría haciendo una analogía con las etapas 
del método científico. En el capítulo 2 se recogen de manera muy sintética las bases 
matemáticas del trabajo dando coherencia al trabajo desarrollado en la propuesta. En el 
capítulo 3 se muestra el contexto y caracterización de la institución y de los estudiantes, 
se presentan las características generales en cuanto a la metodología, diseño, recursos e 
instrumentos utilizados para recoger la información, en cada situación didáctica que se 
planteó; por último el capítulo 4 muestra (mediante registro fotográfico) la implementación 
de cada actividad con los estudiantes. 
Las imágenes de construcción geométrica se realizaron con el programa de geometría 
dinámica Geogebra, mostrando así las bondades que ofrece en la idea de articular la 
geometría, la astronomía y la trigonometría. Finalmente el lector encontrará en las 
conclusiones un breve análisis (a manera de discusión) de los resultados observados en 
la metodología utilizada. 
  
 
1. Capítulo 1: Componente Histórico – 
Epistemológico: 
La Transición de la Geometría a la Trigonometría, una 
reconstrucción histórica del método científico que se funda en la 
astronomía. 
 
El término epistemología es utilizado en este trabajo en el sentido que le otorga 
Klimovsky, G. (1994) [16] donde se refiere a los problemas del conocimiento científico, 
tales como las circunstancias históricas, psicológicas y sociológicas que llevan a su 
obtención. Con el fin de contextualizar en el aula dicho conocimiento. Puesto que como 
afirma  Bachellard, G. (1993) [17] “todo saber científico ha de ser, en todo momento, 
reconstruido, nuestras demostraciones epistemológicas no saldrán sino gananciosas si 
se desarrollan a la altura de los problemas particulares”. En consecuencia a lo largo de la 
historia de las ciencias involucradas en este trabajo de investigación, se puede 
caracterizar una posible concepción del método científico en la estructuración de las 
ideas que impulsaron el desarrollo del pensamiento de la humanidad.  
1.1 La etapa empírica 
Unos 3.500 años antes de nuestra era los pueblos que habitaban la Mesopotamia (ver 
figura 1.1)   (que significa entre ríos y viene del Griego Messos "medio" y Potamos "ríos") 
localizada entre los ríos Tigris y Éufrates (hoy Iraq), entre los cuales se cuentan 
Sumerios, Acadios, Asirios, Caldeos y Persas, ya se conocía la escritura cuneiforme y el 
desarrollo de un sistema de numeración posicional  en base 60  (sexagesimal). Esto les 
permitió dividir la circunferencia en 360 arcos iguales dando origen al grado, colocando la 
primera piedra en el desarrollo de la trigonometría, de la que además se sirvieron para 
medir la declinación de los astros. 
 
Su centro cultural fue Babilonia una ciudad de la baja Mesopotamia; allí se realizaron 
progresos en álgebra retórica (llamada así porque utiliza un lenguaje natural en el 
planteamiento y la solución está dada en forma de una receta).  
 
En  geometría resalta el trabajo realizado sobre las “triplas pitagóricas” como se 
conocieran más adelante a los números que cumplen la relación: 
222 cba =+
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Figura. 1.1: Mapa comparativo entre la antigua Mesopotamia y el mapa político actual. 
 
Este hecho fue descubierto gracias a que Neugebauer y Sachs (Mathematical Cuneiform) 
en 1945 descifraron un trozo de la tablilla denominada Plimpton 322 (ver figura 1.2)   (por 
tener ese número en la colección del mismo nombre) que se encuentra en la Universidad 
de Columbia  (N.Y.) [18]. 
 
Aunque no se conoce a ciencia cierta el análisis realizado por los babilonios para llegar a 
semejante resultado debido a que faltan partes de la tablilla, algunos autores sostienen 
que gracias a sus avances en álgebra el procedimiento pudo haber sido el siguiente [19]. 
 
Figura. 1.2: Tablilla de Plimpton 322  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dado el triángulo ABC (Figura 1.3) Se tiene la relación 222 cba =+  , Dividiendo a 
ambos lados de la igualdad por 2b  , se obtiene 2
2
2
2
2
2
b
c
b
b
b
a
=+  
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Figura. 1.3: Triángulo rectángulo
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De donde resulta
2
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




b
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Se obtiene: 
Lo que es lo mismo: 
Es decir una diferencia de cuadrados: 
Ahora sea  
Cuyo producto sigue siendo 1
 
De donde:   
 
De tal manera que solo basta dar valores a 
Utilizando un computador se comprueba la relación:
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Realizando el cambio de variable:
22 1 vu =+
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nm, para obtener las triplas pitagóricas. 
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Tabla 1.1 : Generación de triplas Pitagóricas en el ordenador
 
Aunque es claro que el procedimiento anterior es netamente moderno, el método de
producir ternas pitagóricas con números enteros se lo atribuyen a Diofanto (250 d. C). De 
la misma forma no se tiene conocimiento que esta cultura haya alcanzado el concepto de 
ángulo en sentido moderno.
 
En astronomía realizaron pacientes observaciones d
astros (Sol, Luna y estrellas), la sucesión de los días y las noches, con base en estas 
confeccionaron un calendario y determinaron el comienzo de cada mes el día siguiente a 
la Luna nueva (cuando aparece el primer cuarto 
 
Figura. 1.4: Las fases de la Luna
 
La necesidad de predecir climas benévolos con la agricultura y ganadería que 
desarrollaron, el nivel de los ríos y otros factores que afectaban su vida co
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e los movimientos cíclicos de los 
lunar).  
 
 Y Astronomía  
 
 
 
tidiana, los 
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llevó a determinar el paso de las estaciones, Rioja (1999) [20] afirma que el principal 
problema al que tuvieron que hacer frente los Babilonios fué la complejidad de coordinar 
el curso del Sol con el de la Luna, esto debido a que ninguno de los astros tiene un 
periodo que abarque un número entero de días. Esto les impedía determinar una fecha 
exacta de comienzo y final de las estaciones, doce meses lunares correspondientes cada 
uno de ellos a
2
129 dias sumarian 354 días en vez de
4
1365 dias, de modo que en 9 años 
se producía un desajuste en 1 estación. Otro lugar donde se desarrollò de manera 
empírica las matemáticas y la astronomía es sin duda Egipto. La cultura Egipcia como se 
observa en el mapa (figura 1.1) no estaba lejos de Babilonia, de hecho se desarrolló en 
forma paralela durante el cuarto milenio antes de nuestra era. Como en Babilonia sus 
comunidades se asentaron a lo largo de un rio, en este caso el Nilo, el territorio abarcaba 
desde lo que hoy es el país de Sudan hasta el actual Egipto. Meneses fue el primer 
Faraón. Durante el periódo de (2660- 2180 a.C) se construyeron las grandes pirámides 
[18] que encierran en su construcción grandes alcances a nivel de geometría y 
trigonometría. 
 
La matemática egipcia fue principalmente practica, según lo encontrado en los papiros 
(nombre que recibe el soporte de escritura elaborado a partir de una planta acuática, muy 
común en el río Nilo) de Ahmes (también conocido como Rhind) y el de Moscú (también 
conocido como Golenishchev), pues se dedican a solucionar problemas de geometría 
sobre la medida de las áreas de figuras planas y de volúmenes de cuerpos como una 
semiesfera. Aunque acercaron un valor para pi  (3.160) no dejaron rastro de alguna 
teoría en especial. 
 
Figura. 1.5: El Papiro de Rhind 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A nivel astronómico estipularon un año solar dividido en 12 meses de treinta días, a los 
que agregaban 5 más para un total de 365 días. Pero encontraron el mismo obstáculo 
que los babilonios, por lo que en 120 años el retraso era de un mes.  
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En general estas culturas no fueron las únicas que observaron el cielo, pues también lo 
hacían Chinos, Mayas, Hindúes entre otros, la importancia de sus observaciones radica 
en que con una geometría practica y mucha observación acercaron una descripción del 
mundo que les toco vivir, mediante la confección de los calendarios (Solar en los egipcios 
y Lunar en los babilonios) computaron el tiempo.  
 
Su objetivo principal no era netamente científico (es decir astronómico), las 
observaciones que realizaron del cosmos tenían la idea de explicar mitos y Dioses. De 
hecho las pirámides simbolizaban los rayos solares hechos piedra símbolo de vida eterna 
para los faraones. El dios del Sol erá Ra y la diosa del cielo Nut, por lo tanto la 
experiencia humana fue desplazada por la revelación divina. 
 
En estas dos culturas se nota la curiosidad que despierta  en los seres humanos, tratar 
de explicar los fenómenos celestes y el origen del universo. Ellos introducen el concepto 
de la esfera celeste, aunque solo consideraban (una semiesfera) una extensión plana de 
tierra coronada por una “cúpula semiesférica”, en la cual estaban el Sol, la Luna y las 
estrellas. Este es sin duda uno de los aspectos que más ha desarrollado el pensamiento 
científico de la humanidad.  
 
 
Figura. 1.6: Semiesfera Celeste- Visión cosmológica de Egipto antiguo  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.2 La etapa concreto – abstracta 
Esta etapa bien podría corresponder a la formulación de hipótesis en el método científico. 
En la línea de este trabajo corresponde al periodo de tiempo que se desarrolla en la cuna 
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de la civilización Griega también llamada por los historiadores Helénica. Allí se encuentra 
la existencia de ciudades estado (es decir cada ciudad contaba con un sistema político y 
jurídico independiente) como Atenas, Esparta, Mileto,Samos entre otras. Aunque muchas 
de ellas no pertenecían al territorio que hoy conocemos como Grecia como se aprecia en 
el mapa (figura 1.7). Mileto o Samos hacian parte de lo que hoy es Turquía.  
 
En este periodo se introduce la lógica en la geometría, acercándose a lo que más 
adelante se conoce como demostración, la visión cosmológica está ampliamente ligada a 
la geometría y no difiere mucho de la que tenían los pueblos de Mesopotamia y Egipto. 
Por la cercanía con estas culturas (ver mapas) sostuvieron relaciones comerciales, esto 
les sirvió para adquirir los conocimientos que ellos habían cultivado durante muchos 
años. La gran diferencia radica en que los Griegos (cultura helénica)  trataron de explicar 
el mundo despojados de mitos, dioses y realizaron una organización sistemática de 
aquellas ciencias como la geometría, la trigonometría y la astronomía. En ese sentido la 
creación de instituciones académicas o grupos de estudio fueron pilares fundamentales 
en el desarrollo de la ciencia. Las primeras escuelas de las que se tiene referencia 
estaban ubicadas en ciudades sobre la costa (de Turquía), en aquel tiempo conocidas 
como ciudades Jónicas. La primera en cabeza de Tales de Mileto (640 a.C) y la segunda 
con Pitágoras de Samos (569 a.C), aunque de ellos explícitamente no perduro ninguna 
obra maestra, se tiene conocimiento de sus ideas y técnicas gracias a relatos de 
discípulos e historiadores como Proclo (410-485 d. C). 
 
Figura. 1.7: Grandes ciudades del periodo Helénico [21] 
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Tales de Mileto (640 a. C). Es considerado como el primer filosofo de Grecia y uno de 
los 7 sabios. Al parecer fue el primero en introducir la astronomía y la geometría en 
Grecia. Se le atribuye la demostración de varios teoremas, entre otros: 
 Todo círculo queda dividido en dos partes iguales por su diámetro. 
 Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son iguales. 
 Los ángulos opuestos que se forman al cortarse dos rectas son iguales. 
 Los lados de los triángulos semejantes son proporcionales aunque no lo sean sus 
áreas. 
 
Es paradójico que el cuarto de los teoremas reseñados conocido como el teorema de 
Tales, fuera ya conocido por los babilonios. Lo que le aporta Tales es un tipo de 
razonamiento lógico, pero este no se puede considerar como una demostración 
propiamente dicha, debido a que aceptaba como cierta la proposición después de 
realizar varios procedimientos de orden experimental. Habrá que esperar hasta los 
Elementos De Euclides (VI 12-13) [22] para observar la demostración propiamente dicha. 
Tales gozó de gran fama entre sus contemporáneos como astrónomo. Según Herodoto 
(485-420 a. C) pudo haber sido capaz de predecir un eclipse de Sol en el año (585 a. C), 
parece ser que en su visión cosmológica imagino la Tierra como un cuerpo con forma de 
disco que flotaba en el agua (el elemento del cual se forman todas las cosas y al 
evaporarse forma el aire [23]). Entre sus discípulos se cuenta a Anaximandro (611 a. C) 
quien afirmaba que la Tierra era cilíndrica y ocupaba el centro del universo. Anaxágoras 
(500 a. C) discípulo de Anaxímedes enseñaba que el Sol era una masa de metal 
incandescente comparable en tamaño con la propia Grecia. 
 
Pitágoras De Samos (580 a. C). A pesar de haber nacido en Samos Pitágoras funda su 
escuela en Crotona (actual Sicilia), alli se extendió por doscientos años. El tipo de 
formación que se impartió en esa escuela tuvo tintes místicos y secretos. La comunidad 
que conformaron sus estudiantes se conoce como los Pitagóricos, por lo que ningún 
descubrimiento o visión filosófica pertenece a alguien en particular. Según Eudemo y 
Proclo [23] se les atribuye la construcción de las “figuras cósmicas”, es decir los poliedros 
regulares. El tetraedro, el cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro (más adelante 
Platón los relacionó con los elementos de la naturaleza siendo el icosaedro la 
representación del cosmos) Euclides demostró que solo existen estos cinco.   
 
Su visión cosmológica fue adelantada para su época, asumieron la forma esférica del 
mundo y según A.E Roy and D. Clarke (1994) en Astronomy Principles and Practice [24] 
Filolao, discípulo de Pitágoras, sugirió la idea audaz de que la Tierra no era el centro del 
universo y de hecho que se movía ; pensaba que en el centro del universo hubo un 
incendio gigantesco, alrededor de este fuego giraba la Tierra, la Luna, el Sol y los 
planetas. (figura 1.8).  
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Filolao y sus seguidores se vieron infl
movimientos celestes se llevan a cabo con regularidad y en armonía (según su doctrina) 
y estimaron que era demasiado pretensioso colocar a la 
ocupar el centro del universo dada su 
 
En definitiva como lo afirman algunos autores [2
astronomía a la geometría y a la aritmética pasando por la música. Pero al excluir los 
sentidos en la generación de la ciencia (todo debía demostrarse geométricame
acuñaron la idea en filósofos posteriores como Platón (427 a. C) de que la física no se 
podía considerar como ciencia.
 
Figura. 1.8: Orden del cosmos según Filolao Discípulo de Pitágoras 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hipócrates de Chíos. (430 a. C)
permitió a un grupo de matemáticos Jónicos realizar diferentes avances 
una solución a tres problemas que se habían planteado por la época, conocidos en la 
actualidad como los tres grandes 
duplicación del cubo, la cuadratura del cír
que las soluciones debían ser dadas utilizando construcciones realizadas con una regla 
sin marcar y un compás (que se cerraba cada vez que se levantaba). Hipócrates trato de 
resolver el problema de la cuadratura del círculo y durante el proceso de análisis abordo 
el problema de la cuadratura de las lúnulas. 
procedimiento seguido en la solución de Hipócrates).
 
uidos por las consideraciones de que los 
Tierra en la posición exaltada de 
naturaleza. 
0] los Pitagóricos acercaron la 
 
. El desarrollo axiomático y deductivo de la geometría 
problemas de la geometría griega. E
culo y la trisección del ángulo. C
(En el capitulo 2 se 
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1.3 La etapa de la experimentación 
En esta etapa los pensadores griegos comenzaron a construir la ciencia mediante la 
elaboración de experimentos y reflexiones que los condujeron a teorías. Es preciso 
indicar que se basaron en los conocimientos desarrollados por sus antecesores, es así 
que decideron apoyar unas posturas y otras no, con fundamento en una argumentación 
rigurosa que para ellos era válida. 
 
Atenas , después de la victoria de los griegos sobre los persas en las guerras denominas 
medicas  (ver mapa Fig. 1.7). Atenas era el centro del mundo Helénico. Allí confluyeron 
científicos y eruditos de toda la zona  [18] dando origen a nuevas escuelas filosóficas. 
Inicialmente el más influyente fue Platón (428 a.C) discípulo de Sócrates; estudio  
Astronomía en Egipto y  geometría con los Pitagóricos de Tarento y fundó la Academia 
(en su puerta había un aviso “nadie entre aquí que no sepa geometría”). Sus mayores 
obras fueron el Timeo y la República.  Cada una de las cuales está escrita en lenguaje 
alegórico  a modo de conversaciones entre personajes. Al igual que los pitagóricos 
defiende la idea de lo que es verdadero es lo que se puede construir y es invariable, por 
lo que excluye la física del ámbito de la ciencia. Recompone la idea del universo que 
tienen los pitagóricos, colocando la Tierra (de forma esférica) en el centro de una esfera 
mayor que es el cosmos, por lo tanto todos los movimientos celestes son circulares.  
 
Otros autores le confieren al discípulo (y compañero de viajes) de Platón, Eudoxo de 
Cnido la introducción de la idea de la esfera completa, algunos autores modernos 
también la denominan bóveda celeste. En tal sentido, Portilla J (2001) [25] la define como 
“aquella esfera ilusoria que resulta del hecho de que, aparentemente, los cuerpos 
celestes se hallan ubicados sobre un fondo de color negro, (o azul si es de día) dando la 
impresión de que dicha superficie es de hecho real y que el observador es el centro de la 
misma. Por mucho tiempo los astrónomos antiguos creyeron que la bóveda celeste era 
real, y que sobre la misma estaban ubicadas las estrellas, de tal forma que todas estas 
estaban a la misma distancia de la Tierra”.  
 
De estas observaciones se deriva el movimiento diurno aparente de los astros. Este es el 
movimiento aparente de rotación de la esfera celeste, es decir cualquier observador se 
ha fijado que cuando el Sol sale por el este, obtiene su mayor altura sobre el medio día 
luego se oculta (se pone). Llega la noche y aparecen las estrellas y la Luna (aunque esta 
también tiene un movimiento de rotación y puede aparecer a diferentes horas del día). 
(Eudoxo) también desarrollo la teoría de las proporciones, sembró las raíces del cálculo 
integral con el método de exhaustivo, un estudiante suyo Menecmo (340 a. C) desarrollo 
la teoría de las secciones cónicas. El más conocido discípulo de Platón fue Aristóteles 
(384 a. C), Fundo Una escuela filosófica llamada Liceo, tras la muerte de su maestro se 
radico en macedonia de donde era natal y desempeño el cargo de maestro del hijo del 
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rey Filipo (Alejandro Magno), no realizo ninguna contribución a la geometría o 
astronomía, por el contrario desarrollo la física realizando un análisis acerca de las 
causas de los movimientos que acontecen en el espacio y la Tierra (por encima y por 
debajo de la Luna). [20]. 
1.4 La etapa del análisis 
Esta etapa de la historia se desarrolló en Alejandría, la ciudad que fue fundada por 
Alejandro Magno (en el 332 a. C) al norte de Egipto. Se convirtió tras su muerte 
aproximadamente 10 años después en el centro cultural del mundo, bajo el mando de 
Tolomeo Sotér general de Alejandro  a quien le correspondió ese dominio después de la 
repartición del imperio. Allí Se levantó una fabulosa biblioteca que recogió todo el 
conocimiento humano de la época (Figura 1.9) y una escuela (actualmente seria 
universidad) conocida como el Museo, dando lugar a la nueva cultura Helenística, como 
consecuencia de la fusión del saber Helénico, es decir Atenas y sus escuelas filosóficas y  
el saber oriental, específicamente las matemáticas y la astronomía Egipcias [23].  
 
Figura. 1.9: Cuadro realizado por Rafael donde representa la biblioteca de Alejandría y 
destaca a Hypatia 
 
 
 
 
 
 
 
 
Estas ciencias florecieron gracias a las mentes más brillantes de la época que les dieron 
una base teórica incursionando así en el campo del análisis y la argumentación. Entre 
estos autores están:  
 
Euclides de Alejandría. De este profesor no se tiene mayor referencia. Se sabe que 
enseño en el museo y muy posiblemente se formó en la Academia de Platón. Según 
Heiberg, fue más joven que los discípulos de Platón (muerto en el 374 a. C), mayor que 
Arquímedes (nacido hacia el 287 a. C), coetáneo del instaurador de la dinastía tolemaica, 
Tolomeo Sotér (367/6-283). Por lo tanto se cree que Euclides alcanzó su madurez en 
torno al año 300 a. C. Es hacia entonces cuando por convención, se suelen fechar Los 
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Elementos, libro en el que compiló los conocimientos matemáticos que se habían 
generado en más de 2000 años especialmente en geometría. Esta es sin duda la obra 
matemática más famosa de todos los tiempos (Con la Biblia y el Quijote tienen el record 
de ser las obras con más ediciones en todo el mundo), introdujo la norma del rigor en la 
matemática. Su estilo de razonamiento deductivo sirvió como modelo de referencia a 
otras ciencias como la medicina, la astronomía y la geografía. Esto les permitió constituir 
la ciencia en disciplina autónoma liberándola de la religión y separándola de la magia, 
según muestran los deseos expresos de Galeno [26] de incorporar esa estructuración 
deductiva a la teoría medica con el fin de liberarla de disquisiciones filosóficas y 
discusiones dialécticas. Los Elementos generaron una forma de razonar en la cultura 
occidental durante más de veinte siglos. Más allá de la veracidad que ofrecía Euclides en 
la descripción del espacio físico lo que persiguieron los académicos eran los desarrollos 
deductivos que permitían demostrar sin lugar a dudas un argumento, Kant basó en gran 
parte su obra (Crítica de la Razón Pura, 1781) sobre la base de este razonamiento. A 
Euclides se le atribuye la famosa frase “no hay camino de reyes en geometría” como 
respuesta a un rey que le indago sobre un método menos riguroso para probar los 
teoremas abordados, algunos autores indican que dicho rey era Alejandro Magno, pero 
por la referencia que da Heiberg a la época de  Euclides, lo más probable es que haya 
sido Tolomeo Sotér (Tolomeo I). 
 
Aunque existen versiones anteriores de Los Elementos la más reciente es la de Heiberg. 
El texto actual se divide en 132 definiciones, 5 postulados, 8 nociones comunes1, 467 
proposiciones, distribuidas en 13 libros; también escribió Los Fenómenos un tratado de 
astronomía estructurado sobre la geometría esférica, se ocupa principalmente de lo que 
en términos modernos se conoce como la astronomía de posición, utilizando conceptos 
que se utilizan actualmente. Da el nombre de horizonte “al plano que pasa por nuestra 
vista e incide sobre el mundo y delimita la parte que se ve sobre la Tierra. Y es un 
círculo: pues si una esfera es cortada por un plano, la sección es un círculo [Teod, I 1]”. 
Hay que anotar que Euclides denomina “mundo” a lo que actualmente se conoce como 
esfera celeste. De igual forma reflexiona sobre la necesidad de que sea esférico. A 
diferencia de Los Elementos, los fenómenos no presentan definiciones ni postulados. 
Según P. Ortiz (2000) [27] Euclides en su afán de dar una respuesta geométrica a los 
fenómenos, no actuó de forma verdaderamente científica, puesto que este razonamiento 
lo hubiese llevado a rechazar el geocentrismo. 
 
Aristarco de Samos (310 a. C). Fue un precursor del modelo heliocéntrico del Sistema 
Solar. En el siglo tercero antes de Cristo, coincidía con Filolao en que la Tierra se movía 
y enseñó que giraba sobre su eje, lo que explica el movimiento diurno del Sol. Además, 
                                               
 
1Heiberg añade las nociones comunes 4,5,6 
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dijo, “el Sol es una estrella y la Tierra gira alrededor de ella, todas las otras estrellas 
están más lejos”. Como Anaxágoras, tenía ideas sobre los tamaños relativos del Sol, la 
Luna y la Tierra. El  diámetro del Sol tenía que ser cerca de siete veces el diámetro de la 
Tierra, una cifra muy alejada de la moderna pero que incorpora la idea correcta, es decir, 
que la Tierra es mucho más pequeña que el Sol [2
encontró que la Luna es el único astro que puede eclipsar todos los demás incluyendo 
las estrellas. Para medir el tamaño de la 
tamaño de la sombra de la Tierra con el de la Luna durante un eclipse Lunar
que el diámetro de la sombra de la Tierra era aproximadame
lunar. 
 
Figura. 1.10: Método de Aristarco para medir la Luna.
 
 
 
 
Eratóstenes de Alejandría (276 a. C)
del hijo del faraón Tolomeo III y director de la Biblioteca de
años. Utilizó observaciones solares y un conocimiento de la geometría y la geografía 
para calcular la circunferencia de la Tierra.
Junio) el Sol pasaba por el cenit en Siena (en el Alto Egipto) y se reflejaba en el fondo de 
un pozo, es decir la dirección de los rayos solares eran perpendicu
terrestre. Entre tanto en Alejandría, que está en la misma longitud de Siena, [2
mismo día se generaba una sombra. 
Figura. 1.11: Método de Eratóstenes para medir la Tierra.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4]. De estas mismas observacione
Luna y su distancia a la 
nte el doble del diámetro 
 
. Nació en Cirene (actualmente Libia), fue maestro 
l museo durante cuarenta 
 Sabía que en el solsticio de verano (21 de 
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s 
Tierra, comparó el 
 [28]. Estimo 
lares a la superficie 
4] el 
18 
Entonces midió el ángulo (al medio día) que formaban los rayos solares con la vertical
utilizando un gnomon 
[29], ya tenía la medida aproximada entre las dos ciudades (según algunos autores la 
calculo siguiendo el curso del Nilo) 5.000 estadios (790 km actuales). Aplicando el 
concepto de ángulos entre paralelas y 
meridiano aceptado actualmente 39.690 km [19]. 
 
Figura. 1.12: Modelamiento del
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hiparco De Nicea (190 a. C).
ciudad, estimado como
Alejandrina, se le considera el creador de la astronomía matemática y de la trigonometría 
plana y esférica [18] su trabajo consistió en una tabla de cuerdas que relacionan los 
valores de los ángulos con los lados de un tri
de senos trigonométricos.
circunferencia en 360 
partes, cada parte de la circunferencia y cada parte del diámetro las dividió a su vez en 
60 partes, y cada una de estas en 60 partes nuevamente, A cada arco de circunferencia 
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(ver Fig. 1.12) obteniendo un resultado cercano a los
la semejanza encontró un valor muy aproximado al 
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 Método de Eratóstenes para medir la Tierra.
 También considerado de Rodas por que 
 el último de los grandes matemáticos de la primera época
ángulo rectángulo equivalente a una tabla 
 Introdujo en Grecia el concepto de 
partes (grados). Dividió el diámetro de la circunferencia en 120 
 Y Astronomía  
 
 
 
2
17 grados 
 
vivió en esa 
 
grado. Dividió la 
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AB (ver figura 1.13) le hacía corresponder el número de unidades tanto de la cuerda 
correspondiente como del radio respectivo. El número de unidades de la cuerda 
corresponde a lo que hoy llamamos la función seno.
Figura. 1.13: Método de las cuerdas de Hiparco.
 
 
 
 
 
 
 
 
Si por ejemplo2α es el ángulo central del arco 
decir cateto opuesto sobre hipotenusa, para Hiparco
contenidas en la cuerda
sus términos seria: sen
Actualmente si se aplica este procedimiento a una circunferencia de radio 1 y aplicando 
el teorema de Pitágoras, se tiene:
modernos seria: 2αsen
sistemas geométricos astronómicos que explicaban los movimientos de los planetas y del 
Sol (epiciclos y excéntr
trabajo de Eratóstenes y Aristarco, e introduce la noción de latitud y longitud. Descubre y 
evalúa la precesión de los equinoccios. Idea el ast
fiable de estrellas. [28]. Ca
El método consistió en inferir la relación del tamaño de la Luna, respecto de la sombra de 
la Tierra, a partir de la observación de los tiempos involucrados en un eclipse
vez de los tamaños relativos como lo hizo Aristarco. Este método se basa en que durante 
un eclipse lunar el módulo de la velocidad de la Luna, es aproximadamente constante
[30].Para obtener resultados coherentes con el método de Hiparco, es impo
                                        
 
2Apuntes del Curso Introducción A La Historia Y La Filosofía De Las Matemáticas. Orientad
la profesora Clara Helena Sánchez .
Facultad de Ciencias. Universidad Nacional De Colombia
 
 
BA
)
en sentido moderno,
αsen es el número de unidades 
AB , si el radio contiene 60 unidades y la cuerda 40, entonces en 
120
140
20
1
60
120
60
1
60
20
====α  Cuerda de 2
 180(22 +α cuerdacuerda
1cos 2 =+ α . Esto lo aplico para demostrar la equivalencia entre 
icas). También aplicó el sistema de cuerdas (trigonométrico) al 
rolabio y realiza el primer catá
lculó el diámetro lunar de manera más precis
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trayectoria de la Luna pase por el centro de la sombra de la Tierra, condición que no 
siempre se cumple. 
Tolomeo (II d. C). Transcurrieron 
durante los cuales la realidad política cambio y la ci
región (Egipto)  cayó bajo un nuevo imperio, en el año (31 a. C)
de Augusto  asumieron la gobernación, sin embargo el museo siguió siendo el centro de 
los estudios griegos [2
científica fue escasa. Resurgiendo con la aparición de figuras como Claudio Tolomeo, 
Pappo y Diofanto; Tolomeo realizó
con su obra Sintaxis Matemática, recopilando
entonces en astronomía. L
palabra que luego derivo en “Almage
plantea un nuevo modo de hacer astronomía geométr
Hiparco, especialmente la idea de los epiciclos para explicar los movimientos de los 
planetas (Ver Fig. 1.14)
descrito por Aristóteles. Esta visión cosmológica del 
la edad media. En matemáticas continua con el desarrollo de la trigonometría iniciada 
también por Hiparco con el método de las cuerdas, llegando a calcular la cuerda del 
ángulo 01  obteniendo una lon
El final de esta etapa llega con la caída del Museo, en siglo IV como consecuencia de la 
división y posterior cristianización del imperio romano, dejando por varios siglos el 
desarrollo de la ciencia en m
basadas en los trabajos de Tolomeo, permitieron la estructuración de la trigonometría, 
pero como ya era costumbre
Tal y como la conocemos actualmente la trigono
ellos dieron forma a las funciones trigonométricas, dedujeron el teorema del coseno y 
elaboraron tablas trigonométricas muy precisas de bastante utilidad en otros campos 
[18]. 
Figura. 1.14: Método de los epiciclos pa
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doscientos sesenta años entre 
udad de Alejandría junto con toda la 
. L
0]. No obstante durante el primer siglo (I d. C) la producción 
 un trabajo análogo al de Euclides (Los Elementos), 
 todos los temas desarrollados hasta 
a versión árabe tiene el nombre de Al Majesti (el más grande), 
sto” como se conoce actualmente. E
ica, retomando las ideas de 
. Su descripción del universo se basa en el sistema geocéntrico 
universo se extendió hasta finales de 
gitud de arco muy próxima  api . 
anos de las culturas orientales. Las aportaciones indias 
, esta era una parte de la astronomía.  
metría, fue establecida por los árabes, 
ra explicar los movimientos de los planetas
 Y Astronomía  
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1.5 El verdadero espíritu científico 
Los Hunos invadieron Europa en el año (375 d. C), en el curso de los cien años 
siguientes (476 d. C)  sometieron el imperio Romano de occidente; su estado salvaje, sin 
duda fue suavizado por la religión cristiana, que poco a poco se apodero de la región. 
Este período que se extendió durante 1000 años aproximadamente, es denominado por 
algunos historiadores como Edad Media. Durante esta época se rechazó cualquier cosa 
que emanara del griego pagano y el mundo romano [22], esto motivo un verdadero 
retroceso en la ciencia, debido a que el saber intelectual se vio superado por los temas 
de carácter religioso. Así partiendo del Génesis hubo quienes asumieron la idea de un 
mundo plano [20]. Alejandría y Atenas quedaron en el imperio de oriente, esto les 
permitió a los árabes acceder entre otras a las obras de Platón, Aristóteles y Tolomeo. 
Debido a la guerra santa desatada por los musulmanes contra Europa, los árabes 
avanzaron sobre España y parte de Francia; esto permitió que todo el conocimiento 
acumulado en Alejandría entrara nuevamente en Europa mediante traducciones de obras 
completas. A finales del siglo XII surgen las primeras universidades en Europa, su plan 
de estudios (llamado cuadrivium) se basaba en la enseñanza de la aritmética, la 
geometría, la astronomía y la música. De esta manera la razón (a través de la física y la 
matemática) fue  llenando el pensamiento de los académicos, hasta poner en duda los 
planteamientos eclesiásticos, lo que origino diferentes debates y posturas radicales por 
parte de la iglesia. Pero finalmente en el siglo XIII el modelo geocéntrico de Aristóteles y 
Tolomeo fue aceptado por el mundo cristiano. El final de esta etapa se sitúa por algunos 
en 1492 (con el descubrimiento de América) y otros en 1453 con la caída del imperio 
Bizantino. De esta forma se marca el comienzo de la edad moderna, que inicia con un 
movimiento de renovación cultural: El Renacimiento. 
 
Nicolás Copérnico (1473-1543). Nació en la ciudad de Torun (Polonia), estudió 
matemáticas y astronomía en la facultad de artes de la Universidad de Cracovia. Además 
se instruyó en derecho en la Universidad de Bolonia y  medicina en la Universidad de 
Padua y en 1503 recibió el grado de Doctor en derecho canónico. Su tío era obispo y 
esto le sirvió para ejercer como Clérigo, pero nunca dejo su investigación. En 1513 
adquirió ochocientos bloques de piedra y un barril de cal para construir una torre de 
observación [31].En 1514 realizó observaciones que lo llevaron a postular en su trabajo 
“Sobre las revoluciones de los orbes celestes” que “los planetas y el Sol no giran 
alrededor de la Tierra”. Retomando el modelo del universo heliocéntrico de Aristarco. El 
trabajo no fue fácil debido a que los teólogos y los intelectuales se sentían más a gusto 
con la teoría geocéntrica y la principal misión de los astrónomos de la época era explicar 
el movimiento aparente de los astros, utilizando un sistema de referencia que tenía la 
Tierra (en reposo) en el centro del mundo. Es decir Copérnico propuso un cambio de 
paradigma de la visión de la vida.  
 
Aunque el movimiento renacentista favorecía el trabajo intelectual en algunos aspectos, 
aún quedaban secuelas de la edad media personificadas por instituciones como la 
inquisición, por lo que esta teoría la dio como posible modelo para calcular las posiciones 
22 
de los planetas, y solo la difundió en un selecto 
temía que  la iglesia lo tachara de hereje si la proponía como una autentica 
de la realidad [31]. Finalmente la obra fue escrita en latín y publicada en el año de su 
muerte (1543).  
Este período de la ciencia marca el 
sigue haciendo uso de la geometría al estilo de 
Tolomeo, como se muestra en las reflexiones que hace en el Teorema tercero de “Sobre 
las revoluciones de los orbes celestes”
 
De las líneas rectas que se subtienden de un círculo [33]. 
consenso común entre los matemáticos, en CCCLX grados. Pero los antiguos tomaban 
un diámetro de 120 unidades. En cambio, los posteriores, para evitar la oscuridad de las 
porciones fraccionadas en las multiplicaciones y divisiones  de números con respecto a 
esas líneas, que en general son inconmensurables en longitud, y a menudo se usa su 
potencia, unos establecieron un diámetro racional de 1.200.000 partes, otros de 
2.000.000...”  “Si fueran dadas rectas subtendidas a arcos desiguales en un semicírculo, 
la subtensa [cuerda] de este semicírculo, por la que el arco mayor excede al menor, 
también está dada”.    
 
Figura. 1.15: La geometría usada por Copérnico.
 
 
 
 
 
 
 
Para explicar el movimiento de la esfera (de la Tierra) acudió a las teorías desarrolladas 
en la cultura Griega pero ninguna de ellas le dio un piso teórico lo suficientemente fuerte 
para su teoría. Los fundamentalistas acudían al hecho de que no se percibe (con los pies 
en la Tierra) movimiento alguno, en contra de Copérnico está el hecho de que la física 
Aristóteles no sirve para modelar el sistema heliocéntrico y habría que esperar los 
trabajos de Galileo Galilei (Diálogo sobre dos nuevas ciencias) y Descartes  hasta la 
primera mitad del siglo XVII, para encontrar una física alternativa a la de Aristót
 
La astronomía dejaba atrás la geometría para entrar en te
en autores como Johannes Kepler (De las armonías del mundo), Isaac Newton (Los 
principios matemáticos de la filosofía natural), Albert Einstein (Los principios de la
relatividad) [31]. La guía que orientara el pensamiento humano, buscando siempre ir más 
allá en la idea de descubrir el origen y funcionamiento del universo.
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2. Capítulo 2
A continuación se muestran alg
capítulo anterior que sirven  de fundamento disciplinar
Cabe anotar que a pesar de no hacerse en forma linealmente histórica, en lo referente al 
trabajo geométrico, se acude al desarrollo axiomático y deductivo de 
Euclides. 
2.1 La noción de ángulo.
“Proclo dice que desde la antigüedad
problemas, dentro del esquema Aristotélico un ángulo se podría considerar como una 
relación, como una cantidad o como una cualidad
Elementos coloca al ángulo como un
las proposiciones  tiene el carácter de cantidad (magnitud). Este es uno de los conceptos 
de mayor importancia en toda su obra, pues con base en la definición que hace de 
ángulo, se permite enunciar el 
del Libro I  
 
Postulado V “Postúlese que si una línea recta al incidir sobre dos rectas hace los 
ángulos internos del mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas 
indefinidamente se encontrarán en el lado en el que están los (ángulos) menores que dos 
rectos” [26]    
 
Definición [I, Def. 8]. “Un ángulo plano es la inclinación mutua de dos líneas que se 
encuentran una a otra en un plano y no están en línea recta” [28]  
 
Proposición (I, 15): “Si dos rectas se cortan, hacen los ángulos del vértice iguales entre 
sí” 
 
Figura 2.1: El ángulo en Los Elementos
 
 
 
 .Marco Disciplinar 
unas demostraciones de los teoremas enunciados en el 
 en el objetivo de 
 
 la naturaleza del ángulo ha sido fuente de serios 
” [32]. La definición [Def. 8
a relación, pero el tratamiento que Euclides le da en 
quinto postulado y prácticamente todas las proposiciones 
 
. 
 
este trabajo. 
Los Elementos de 
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Reconstruyendo la demostración:
 
Córtense las dos rectas 
CEB, y el ángulo DEB
 
 
Tesis: Como la recta AE
que son iguales a 2 rectos (por ser adyacentes en lenguaje moderno)
manera  la recta EC fue levantada sobre la recta
que son iguales a 2 rectos (por ser adyacentes).
 
Entonces los ángulos  
lados de la igualdad se quita 
misma cosa son también iguales entre sí”) resulta el ángulo 
 
La estructura de las demostraciones de los
general, figura, enunciado particular
 
2.2 El teorema de Tales 
“Los lados de los triángulo
áreas”. Euclides reconstruye este teorema 
hallar una media proporcional”.
 
Sean cba ,,   las tres rectas dadas, hay que hallar una cuarta proporcional a estas.
Se trazan las rectas DE
 
Figura 2.2: Triángulos semejantes
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AB Y CD  en E . Hipótesis: El ángulo AED
es igual al ángulo  AEC
.
 
fue levantada sobre la rectaCD ,  forma los ángulos
AB , formando los ángulos  
 
AED, AEC
 
y los ángulos  AEC, CEB son iguales, si 
AEC
 (Euclides recurre a la NC 1 “la cosas iguales a una 
AED
 
igual al ángulo 
 teoremas en Los Elementos es
 y construcción (con regla y comp
 
s semejantes son proporcionales aunque no lo sean 
en la proposición [VI,12
 
 y DZ  generando el ángulo, EDZ∠
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. De la misma 
AEC
 
y CEB 
a ambos 
CEB 
: Enunciado 
ás). 
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]. “Dadas tres rectas, 
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De tal forma que: cDFbHEaDH === ,,  
 
Se traza la recta HF y luego por el punto E una recta EZ  paralela [I, 31]  a HF , de esta 
forma dado que la recta HF  fue trazada paralela a la recta EZ  , Entonces como:       
 
___
FZ
c
b
a
=
 
De lo que Euclides concluye en [VI, 22] ”Si  cuatro rectas son proporcionales, las figuras 
rectilíneas semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas serán también 
proporcionales; y si las figuras semejantes y construidas de manera semejante a partir de 
ellas son proporcionales, las propias rectas serán también proporcionales”. La potencia 
de este teorema estriba en el hecho de relacionar dos magnitudes lados y ángulos, esto 
permite introducir de forma natural las relaciones trigonométricas como las conocemos 
actualmente.  
 
La aplicación de estas nociones se efectuó en el intento de acercar una solución a los 
tres problemas clásicos de la cultura griega, específicamente al referido a la cuadratura 
del círculo. Uno de sus mejores exponentes fue Hipócrates de Quíos ya referenciado en 
el capítulo anterior; antecesor de Euclides, se le atribuye haber escrito los primeros 
Elementos de geometría. Su gran trabajo fue la cuadratura de la lúnula; partió de inscribir 
un rectángulo isósceles en una semicircunferencia, de manera que la hipotenusa 
coincida con el diámetro. Cada uno de los catetos será el diámetro respectivo de dos 
nuevas semicircunferencias, que dibujaran con la primera cuatro figuras idénticas 
llamadas lúnulas por su forma (Fig. 2.3). Demostró que la suma de las áreas de las 
lúnulas coincidía con el área de los dos triángulos rectángulos. Gracias a esta labor,  se 
recontruye dicho trabajo con el animo de mostrar la estructura de la geometria 
helenistica.  
 
2.3 El método de las lúnulas3 
Demostración: 
Área del círculo mayor 2rpi  
                                               
 
3
 Este procedimiento es adaptado de las notas de clase de Resolución de Problemas, modulo 
sobre Algunos problemas en la historia de las  matemáticas y la  incidencia en su desarrollo  (los 
Problemas de Cuadraturas). Orientada por el profesor Iván Castro Chadid. Maestría En La 
Enseñanza De Las Ciencias Exactas Y Naturales. Universidad Nacional De Colombia.   
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Área de la sección circular del círculo mayor
Área del círculo menor 
Área del semicírculo menor 
Figura 2.3: Las lúnulas de Hipócrates de Quíos
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El resultado anterior indica que la sección circular del círculo mayor tiene la misma área 
que el semicírculo menor.
lados, el área del triángulo 
griegos ya sabían cuadrar cualquier polígono convexo. Esto es, encontrar un cuadrado 
que tenga igual área que una región R del plano. Para tal efecto recurrí
descomponer el polígono en una cantidad de 
susceptible de ser cuadrado. 
 
Figura 2.4: Construcción de
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 Por lo tanto si quitamos R (sección de color rojo) de ambos 
ADB
 
es igual al área L , En el siglo V a. C, los matemáticos 
triángulos, cada uno de los cuales es 
 
 Las lúnulas. 
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Haciendo hh =1  El segmento
1h
BK
BK
EB
= , esto es (BK
Tiene igual área que la lúnula 
 
Figura 2.5: Demostración de la cuadratura de la lúnula 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Las nociones de ángulo y semejanza fueron utilizadas en astronomía, como se aprecia 
en el razonamiento de 
Tierra (ver capítulo 1). También sirvieron de base al 
medir la Luna y el Sol (Figura.
2.4 El método de Aristarco
Aristarco estimó que el ángulo (
Luna (Figura 2.6), propiedad aparente que se cumple en un eclipse de Sol, pero no solo 
esto era suficiente para emplear uno de los criterios de semejanza.
 Dostriángulos son semejantes si tienen dos ángulos iguales.
 Dostriángulos son semejantes si tienen los lados proporcionales.
 Dostriángulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el ángulo 
comprendido entre ellos igual
 
BK  es el lado del cuadrado, de base
1
2 )() hEB= , Luego 1)( hEBBK = .Entonces el uadrado 
L  
 
Eratóstenes de Alejandría para calcular la circunferencia de la 
método utilizado por Aristarco 
21). 
 
)α  que subtiende el Sol era igual al que subtiende la 
 
. 
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EB   y altura h .Pues, 
BVTW
para 
 
 
28 
Figura 2.6: Modelamiento del m
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En ese sentido Aristarco debió suponer que la recta (visual) imaginaria, tangente a la 
circunferencia de los astros cumplía con la propiedad de ser perpendicular al radio 
dirigido al punto de tangencia. Euclides define tangente en el Libro Tercero de 
Elementos, [III, Def. 2] “Se dice que es tangente a un círculo la recta que tocando el 
círculo y siendo prolongada, no corta al círculo” [26].
Proposición [III, 18]: “Si
hasta el punto de conta
demostración de este teorema utiliza la técnica conocida como reducción al absurdo.
Reconstruyendo la demostración:
un punto P en el exterior, se traza la 
 
Figura 2.7: Recta tangente a una circunferencia.
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étodo de Aristarco para medir la luna.
 
 una recta toca un círculo, y se traza una recta desde el centro 
cto, la (recta) trazada será perpendicular a la tangente” [26]. La 
 Se construye la circunferencia 
recta PQ tangente a c en A (Ver Fig. 2
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c  con centro en O  y 
.7). 
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Tabla 2.1: Entramado lógico de la demostración geométrica 
 
Afirmación Razón  
PQ Es tangente a la circunferencia c de centro 
en O , en el punto A  
Hipótesis 
PQ  No es perpendicular a OA  Negación de la Tesis 
Trácese por O una perpendicular a PQ en B  
 
[I,12] Trazar una línea recta perpendicular 
a una recta infinita dada desde un punto 
dado que no esté en ella 
El AOB∆ es un triángulo rectángulo  
 
[I, Def. 21] Tiene un ángulo recto, 
condición de perpendicularidad 
El ∠ OBAes recto entonces él ∠ AOB es 
agudo 
 
[I, 17] En todo triángulo dos ángulos 
tomados juntos de cualquier manera son 
menores que dos rectos 
El ∠ OBAsubtiende a la Hipotenusa 
 
[I, 19] En todo triángulo al ángulo mayor lo 
subtiende el lado mayor    
_______
OBOA >  
Por el argumento anterior  
Pero 
_______
OCOA ≅  
Son radios de la misma circunferencia 
_______
OBOC >  
Por transitividad, lo cual es imposible 
porque OC está contenida en OB  
OB no es perpendicular a PQ  Por los argumentos anteriores tampoco B  es un punto de tangencia 
Ninguna otra recta (a excepción de OA)  
trazada desde O hasta PQ  es perpendicular a 
PQ  
Por todo el entramado de la demostración  
PQ  es perpendicular a OA  Argumento anterior  
 
Combinando la semejanza de Tales y el método trigonométrico de Hiparco en la Figura 
2.6 se obtiene la ecuación:    
2
α
sen
dTL
RL
dTS
RS
==
 
Pero Aristarco no conocía la medida deα  ni las distancias relativas de la Tierra al Sol y a 
la Luna, para encontrar el valor del ángulo, acudió al conocimiento heredado de los 
babilonios en cuanto a los ciclos de tiempo de un mes lunar, es decir que entre un par de 
lunas llenas (mes lunar sinódico) transcurren 
2
129
 días; la visión cosmológica de 
entonces asumía que las orbitas que describían los cuerpos celestes eran perfectamente 
circulares, lo que le permitió probablemente hacer el siguiente razonamiento: 
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El resultado anterior corresponde a la velocidad angular de la Luna en el fondo de las 
estrellas fijas, este resultado es congruente con el diámetro angular aparente que aceptó 
Aristarco en sus mediciones. En las observaciones que realizó durante los eclip
lunares evidenció que la Luna tardaba aproximadamente 3 horas en atravesar el cono de 
sombra de la Tierra (ver figura 1.10), de lo que concluyó que el diámetro de la 
veces mayor que el diámetro lunar 
Eratóstenes para saber el diámetro de la 
Donde DL (diámetro Luna) y DT (diámetro 
El valor actual que se conoce para el radio de la Luna es de 1737.4 km 
lo que cabe resaltar es que Aristarco solo contaba con una plomada y un transportador 
de ángulos (la dioptra). 
Hiparco retomó el trabajo de Aristarco y consideró que el diámetro angular 
grados51.0  era suficientemente pequeño para sustituir  la longitud de la cuerda por la 
longitud de arco (para entender el razonamiento ver figura 2.8), en términos actuales se 
realiza el cálculo siguiente: 
 
 
 
Figura 2.8: Distancia Tier
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horashoras 708)5.29(24 =  
horagrados
horas
/5084.0
708
º360
≈
 
 
[33], no se sabe si Aristarco se adelant
Tierra. Si se realiza con datos actuales seria:
3
DTDL =
 
Tierra). 
3
12756
=DL
 
kmDL 4252=  
kmRL 2126=  
 
ra-Luna 
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ses 
Tierra es 3 
ó a 
 
[34], sin embargo 
aparente
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Donde 
  
r Corresponde a la distancia Tierra
teórico km000.384 , es comprensible en tanto que no se han tomado en cuenta las cifras 
significativas en cada caso.
Es evidente que Aristarco conocía el trabajo de 
inaccesibles y para medir la distancia Tierra
decir cuando media Luna está iluminada los tres cuerpos celestes son los vértices de un 
triángulo rectángulo [35]
Figura 2.9: Triangulo rectángulo formado por la Tierra el Sol y la Luna
En consecuencia el ángulo 
visible de día, cerca de la puesta del Sol y además que estuviera en fase de cuarto 
creciente o cuarto menguante, en estas condiciones midió el ángulo 
desigualdad triangular ∠
 
kmr 390285≈
 
-Luna. El resultado anterior difiere un poco del valor 
 
Tales sobre la medida de distancias 
-Sol espero al cuarto creciente de
 (Ver Fig.2.9).  
º90=∠SLT , para medir θ  debió esperar a que la Luna fuera 
º3=TSL . Con los datos anteriores se puede realizar el cálculo:
dTS
sen
384000
º3 =  
grados
r
grados
km
360
2
51.0
3474 pi
=
31
 
 la Luna, es 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
º87=θ  por 
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Es claro que Aristarco cometió un error al calcular el ángulo 
tiene una medida aproximada de 
se tiene: 
Este valor es muy próximo a los 
distancia de la Tierra al Sol.
2.5 Las aportaciones indias y árabes
Como ya se ha comentado en el capítulo 1 las culturas indias y árabes retomaron el 
trabajo de Tolomeo (sintaxis matemática
la noción de círculo trigonométrico al desarrollar las funciones:
 
);()( αα = rsenjya
=AC
Figura 2.10: Las aportaciones indias y el método de Tolomeo.
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7337211=dTS
 
θ , actualmente se sabe que 
º85.89 , al realizar nuevamente el cálculo con este valor 
15.0
384000
sen
dTS =  
1,363.677´146≈dTS
 
km000.000´150 , cifra aceptada
 
 
- Al Magesti- Almagesto), en la India 
 
cos1()();cos()( ααα −== rukramajyarkojya
cos1();cos();( αα −=−= rOCODrOCrsen
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 actualmente para la 
introdujeron 
)α  [18] Donde: 
)α
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Lo anterior evidencia que asumieron la circunferencia unitaria, y las relaciones 
trigonometricas: sen =α
razonamiento, el astronomo árabe Al
paralela al suelo y expuesta al Sol, a medida que el ángulo de elevación del Sol variaba, 
obtenia diferentes valores para la sombra.
obtenia: 
α
α
cos
sen
s = , los árabes introdujeron el concepto de tangente, cot
y cosecante, ademas dedujeron el teorema del seno.
 
Figura 2.11: El método de 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El concepto de variación utilizado por Al
plasmado en un sistema de referencia se utiliza actualmente para estudiar los valores 
correspondientes de las funciones. Esto teniendo en cuenta, que todo punto en el plano 
esta determinado por un par de cordenadas
ángulo determinado por una recta que va desde el origen 
P del mismo plano de coordenadas
correspondientes de la funcion seno observando la ordenada del punto 
componente y , de la misma manera la variacion de la funcion coseno, observando la 
abscisa del punto P es decir la componente 
gráficas correspondientes a las funciones trigonometricas [36].
OA
OC
OA
AC
=αcos; , como las conocemos actualmente, con este 
-Hasib clavo una puntilla en la pared en posicion 
[18]. Si la puntilla era tomada como unidad se 
 
Al-Hasib para deducir la tangente. 
-Hasib, aplicado en la circunferencia unitaria y 
),( yx  (Ver Fig. 2.11), entonces si 
O  del sistema hasta un punto 
),( yx , si  θ  varia. Se pueden observar los valores 
x , de tal manera que se generan las 
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angente, secante 
θ es un 
P es decir la 
34 
Figura 2.12: El círculo unitario 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Como se aprecia en la figura
funciones seno y coseno son periodicas. Su dominio es el conjunto de los números 
reales ℜ  y su codominio está en el intervalo 
 
Definicion [36]: Una funcion 
)()( xfkxf =+ , para toda 
existe tal número, se denomina periodo de 
 
Figura 2.13: Gráfica de las funciones trigonometricas seno y coseno
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 2.12  11 ≤≤− θsen  y cos1 ≤≤− θ
[ ]1,1−
.
 
f es periodica si existe un número real positivo 
x en el dominio de f . El menor número real positivo 
f
.
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1esto implica que las 
k tal que 
k , si 
. 
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2.6 La geometría 
El cuerpo geométrico más utilizado en astronomía es la esfera, debido a que es la forma 
que más se aproxima a la figura de los cuerpos celestes incluida la 
geométrica que describe la f
revolución).Es especialmente importante para relacionar la  po
sobre la Tierra o en la esfera celeste, a esta rama de la astronomía se la conoce como 
astronomía de posición; disciplina que ya c
de la esfera se compone de círculos grandes, círculos pequeños y arcos
últimos son sectores circulares de los círculos grandes también conocidos como círculos 
máximos y tienen una relación muy estre
ángulo tiene su vértice en el centro de la Tierra si es este el sistema de referencia.
 
De la intersección de la esfera con un plano se obtiene un círculo. En efecto, la 
intersección contiene los puntos comunes de 
esfera, equidistan del centro; así, si dicho plano contiene también al centro de la esfera, 
la figura generada por la intersección es un círculo cuyo radio es igual al radio de la 
esfera, es decir un círculo máximo.  
Por definición se sabe que el horizonte celeste e
de laboveda celeste; el
horizontal del observador
forma, todos los meridianos pasan por los polos y en consecuencia son círculos máximos 
porque al trazar un plano que corte a la esfera en estos puntos; el plano contendrá al 
centro de la esfera. 
 
Figura 2.14: Determinación de un c
Prueba:Tràcese otro plano 
celeste, de tal forma que genere otro círculo de radio 
perpendicular a la vertical que p
esférica y el radián 
igura de la Tierra se conoce como elipsoide de 
s
ultivaban babilonios y egipcios. 
cha con el ángulo que los subtiende. Este 
ambos (Fig. 2.14). Por ser parte de la 
 
s un círculo máximo definido en 
 resultado de laintersección de la esfera celeste
 (círculo de radio R), es  perpendicular a su vertica
írculo máximo en una esfera. 
perpendicular a la vertical y que sea paralelo al 
r  (Fig. 2.1
asa por el centro de la esfera de radio 
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Tierra [25] (la forma 
ición de los cuerpos 
La geometría 
 [24]. Estos 
 
la esfera 
 con el plano 
l. De igual 
horizonte 
5).Como r  es 
R ; entonces R y r
36 
(que es un segmento de la vertical  son los lados de un triángulo rectángulo de lados 
___
PQ ,
___
OQ y 
___
OP , De tal manera que:
se concluye que el círculo de radio 
razonamiento como R contiene al centro de la esfera cualquier otro c
un plano paralelo será menor que el c
Figura 2.15: Determinación de un círculo  no máximo
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si tres círculos máximos se cruzan entre sí la figura cerrada está formada por tres arcos 
de círculos máximos, este 
siguientes propiedades
 
• Cualquier par de 
• La suma de los 
• Cada ángulo esférico es
 
Los lados de un triángulo esférico se expresan en
corresponde a una longitud de arco subtendida por un ángulo 
cuyo vértice está en el centro de la esfera de radio 
esfera  se toma como la unidad
Mostrando que la longitud de un arco de círculo en una esfera de radio
ángulo (en la medida circular
 
Definición: Un ángulo tiene una medida de 1 radian si al colocar su vértice en el centro 
de un círculo, la longitud del arco interceptado en la circunferencia es igual al radio 
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2
___
2
___
2
___
OPOQPQ −= ,  es decir r
R  es mayor que el círculo de radio 
írculo de radio R
.
 
 en una esfera.
triángulo se llama triangulo esférico siempre que posea las 
: 
lados juntos serán mayores que el tercer lado
tres ángulos es mayor que180 grados. 
 menor de180 grados. 
 una medida angular de longitud 
θ (expresado en radianes) 
R
. 
Dónde s =
θ=s
.
 
) subtendido por este arco en el centro de la esfera
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222 hR −= . De lo que 
r .Por el mismo 
írculo generado por 
 
. 
s que 
θR .  Si el radio de la 
 unidad es igual al 
. 
[36] 
  
 
3. Capítulo 3. Descripción y Diseño De La 
Propuesta 
3.1 Delimitación  
La propuesta didáctica fue implementada en la Institución Educativa Distrital. Las Violetas  
incorporándola al currículo de matemáticas del ciclo V (grado décimo). El Colegio está 
ubicado en la localidad quinta (Usme). Usme significa (Use-me): expresión chibcha que 
significa tu-nido, o “nido de amor”. Al norte limita con la localidad de Rafael Uribe Uribe, 
al nororiente con la localidad San Cristóbal; al Oriente con los municipios de Chipáque, 
Une y Fosca;  al occidente con la localidad de ciudad Bolívar y al sur con San Juan de 
Sumapaz. Es precisamente el municipio de Chipaque el más próximo destino por la vía 
en donde se situada la institución. La región montañosa en la cual se levanta la 
estructura del colegio (2800 m) está en la zona de influencia del páramo de Cruz Verde.  
La población que se asentó en este sector es producto de grandes migraciones 
sucedidas a lo largo de la historia del país, casi siempre con una característica común, 
obligados a abandonar sus viviendas, cultivos y tierras, huyendo de la violencia tan 
extendida en muchos rincones del territorio. 
 
Figura 3.1: Planta física del colegio (Usme Zona V) 
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3.2 El Contexto 
La aplicación de la secuencia de actividades se realizó con el grado decimo de educación 
secundaria en la jornada tarde. Teniendo en cuenta que los Estándares Básicos de 
Calidad en Matemáticas [9] proponen para este grado en el campo de pensamiento 
espacial y sistemas geométricos, desarrollar entre otras competencias: 
 Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos 
matemáticos y en otras ciencias. 
 Descripción y modelo de  fenómenos periódicos del mundo real usando 
relaciones y funciones trigonométricas. 
El curso con el cual se desarrolló la presente propuesta está conformado por 32 
estudiantes (22 niñas y 10 niños) que se encuentran entre los 14 y 18 años de edad. El 
trabajo se desarrolló dentro de las horas normales de clase, es decir colocando el nuevo 
ambiente de aprendizaje a prueba con las posibilidades y obstáculos cotidianos que 
presenta el aula, esto con el fin de encontrar fortalezas y debilidades reales, que 
contribuyan a las investigaciones que se vienen desarrollando sobre el tema. Dentro de 
la nueva organización curricular propuesta por el estado se definen los ambientes de 
aprendizaje como el proceso pedagógico que conjuga los sujetos, las necesidades y los 
contextos a la luz de nuevas propuestas didácticas [37]. 
3.3 La metodología   
La propuesta de trabajo buscó principalmente generar un ambiente de aprendizaje 
alternativo a la clase tradicional, que propiciara en los estudiantes un estudio significativo 
de la relación geométrica - trigonométrica de manera que aporte elementos que además 
le permita a los estudiantes incrementar su razonamiento científico. Adicional a este 
ambiente de aprendizaje, se pretendió  dejar de transmitirles un conocimiento ya 
construido que les quita cualquier interés en las clases de ciencias y matemáticas.  
Aunque la secuencia de actividades no se desarrolló en el contexto de un modelo 
pedagógico y didáctico particular, la teoría más consultada en ese sentido fue la 
resolución de problemas. Esta corriente didáctica se enmarca en el modelo pedagógico 
conocido como constructivista. Este es “un amplio cuerpo de teorías que tienen en 
común la idea de que las personas, tanto individual como colectivamente, "construyen" 
sus ideas sobre su medio físico, social o cultural” [38]. Sin embargo, la estrategia de 
resolución de problemas está ligada al desarrollo mismo de la ciencia matemática (ver 
Cap. 1). 
Entre los autores más destacados está el matemático griego Pappus de Alejandría (290 – 
350 d. C), conforme lo reseña Cruz, M (2006) [39] en el séptimo libro de su obra principal 
Colección Matemática “trata un tema que llama (analyomenos) que según Polya, G 
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(1945) puede traducirse como El Arte De Resolver problemas” todos ellos en el contexto 
de la geometría. Pero al contrario de sus antecesores Alejandrinos se interesó por el 
análisis (es decir por los detalles) más que por la síntesis o respuesta final. 
Según De Guzmán (2001) [7] “La enseñanza a través de la resolución de problemas es 
actualmente el método más invocado para poner en práctica el principio general de 
aprendizaje activo”. En esta teoría se define un problema como una situación dificultosa 
para la que debe darse una solución que no es evidente para el individuo que se 
encuentre ante ella. Para que sea un problema el docente debe plantear una situación a 
la que el estudiante puede llegar con los conocimientos que posee, pero que implica 
cierto grado de abstracción, de lo contrario se convierte en un ejercicio más.  
La importancia que los estudiantes resuelvan problemas también está consignada en los 
Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas [9], allí se indica que “las 
situaciones problema proporcionan el contexto inmediato en donde el que hacer  
matemático cobra sentido, en la medida en que las situaciones que se aborden estén 
ligadas a experiencias cotidianas y, por ende, sean más significativas para los 
estudiantes. Estos problemas pueden surgir del mundo cotidiano cercano o lejano, pero 
también de otras ciencias y de las mismas matemáticas, convirtiéndose en ricas redes de 
interconexión e interdisciplinariedad”.  
Desde ese punto de vista la articulación de la secuencia de actividades con base en 
problemas históricos de la astronomía, contribuyó a que los estudiantes describieran, 
explicaran mediante predicciones sus ideas previas y finalmente después de realizar las 
prácticas dieran significado a los nuevos conocimientos puestos en juego. De tal forma 
que se caracteriza de alguna manera el método científico, pues se generan unas etapas 
concatenadas cuando los estudiantes se enfrentan a la situación problema propuesta, 
porque observan, predicen, planifican y buscan un modelo matemático (ecuación 
matemática) que le sirva para acercar una solución. Claramente con la intermediación del 
docente. 
3.4 El material y los modelos  
Los diferentes problemas y teorías se han modelado con material concreto, entre otros 
recursos se utilizaron plegados, fichas de lego, esferas de icopor, cuerdas etc., unidos a 
herramientas tradicionales como la regla, escuadra, compás, transportador. Se debe 
resaltar que la interacción de los estudiantes con el material no tiene sentido si no se 
orienta la actividad mediante guías de trabajo que les proporcionen técnicas y pautas 
específicas que les sirva para establecer relaciones con las cuales poco a poco se hace 
la transferencia de lo concreto a lo abstracto, pues finalmente las matemáticas están 
escritas en ese lenguaje. En este caso se diseñaron guías (del docente y del estudiante), 
con el fin de recoger información que permitiera realizar un análisis descriptivo en cada 
sesión. Igualmente se solicitaron informes a los estudiantes en donde dieron cuenta de 
los diferentes métodos que utilizaron para acercarse a un problema determinado. Estos 
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escritos tienen un registro fotográfico que también sirvieron para el análisis del impacto 
del método en la clase de matemáticas. 
A las técnicas y estrategias en las que se apoyaron los estudiantes para resolver 
problemas particulares y que le permitieron al docente abordar diferentes temas para 
conectar finalmente la resolución del problema, es a lo que algunos autores como Polya 
(1945) denominan heurística. Según Schoenfeld (1985), las estrategias heurísticas son 
reglas para tener éxito en la resolución de problemas, sugerencias generales que ayudan 
a comprenderlos mejor o hacer progresos hacia su solución; los recursos constituyen la 
información relevante en torno al problema que posee el resolutor, es decir, las 
herramientas y técnicas que puede utilizar para resolver un problema particular [39]. En 
concordancia con esto, cada una de las actividades diseñadas planteo el aprendizaje de 
una noción determinada que más adelante les sirvió a los estudiantes para acercar 
posibles soluciones a los problemas propuestos. A su vez, Camargo (2005) [5] sostiene 
que el estudiante aprende enfrentándose a nuevos retos y llega a la solución 
proporcionando evidencias de haberse apropiado del saber en cuestión.  
A pesar  que algunas actividades se diseñaron como realización de trabajo de campo, el 
clima represento un gran obstáculo, esto propicio que los problemas que requerían de 
observación directa de un astro igualmente se modelaran. Dando significado al concepto 
de modelo desde la definición que dan los estándares curriculares [9] donde se señala 
que “un modelo puede entenderse como un sistema figurativo mental, gráfico o 
tridimensional que reproduce o representa la realidad en forma esquemática para hacerla 
más comprensible (…) para apoyar la formulación de conjeturas y razonamientos y dar 
pistas para avanzar hacia las demostraciones”. Por consiguiente la secuencia de  
actividades desarrolladas se orientó con el propósito específico de recrear dichas teorías 
utilizando material didáctico como modelo concreto. En ese sentido Farfán (2001), 
destaca que no se trata de “una buena manera de enseñar” un concepto determinado, 
sino de ocuparse por ejemplo de la organización de una actividad cuya intención sea el 
aprendizaje de un cierto saber.  
3.5 Las TICS (Tecnologías de la información y la 
comunicación) 
Es importante resaltar que en matemáticas la expresión “modelar” tiene una acepción 
más compleja, en la cual se formulan las relaciones variacionales de las estructuras 
reales que ofrece un problema, mediante términos matemáticos como símbolos, signos, 
figuras, gráficas y construcciones geométricas. Dichas relaciones por lo general se 
encuentran en  contextos algebraicos unidos a procesos de cambio que permiten hacer 
inferencias y predicciones mediante el hallazgo de funciones que describen fenómenos 
de la vida real o netamente numéricos. En este estudio la modelación se ha hecho en un 
principio mediante material manipulativo con el fin de reproducir o representar la realidad 
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(como se explicó en el apartado anterior). Dichas representaciones se modelaron a su 
vez mediante construcciones geométricas, que en comienzo condujeron a los estudiantes 
a la utilización de la regla y el compás, esto con el fin de generar en ellos una mayor 
concentración para deducir y verificar los conceptos geométricos vinculados a cada 
problema. En tal sentido Hitt. F (2003) [40] señala que la visualización matemática de un 
problema desempeña un papel importante, y tiene que ver con entender un enunciado 
mediante la puesta en juego de diferentes representaciones de la situación en cuestión y 
ello  permite al investigador realizar una acción que posiblemente puede conducir hacia 
la solución del problema. En ese sentido para institucionalizar los conceptos puestos en 
juego en cada sesión se recurrió al software de geometría dinámica GeoGebra y en la 
parte observacional de la astronomía el software que permitió contextualizar el trabajo 
fue Stellarium. Cabe anotar que ambos programas son de descarga gratuita. (Software 
libre). De igual forma se utilizó Google Earth. Todas las herramientas tecnológicas 
mencionadas solo tienen el fin de permitir a los estudiantes construir significados de las 
teorías puestas en el aula, a partir de la interacción con diversos sistemas de 
representación. 
3.6 Plan de aula 
Para desarrollar la secuencia de enseñanza se propusieron cinco situaciones didácticas, 
algunas de las cuales se dividieron en diferentes momentos, atendiendo aquellos 
elementos teóricos básicos que permitían desarrollar el concepto propuesto. Siempre 
teniendo en cuenta  la propuesta de trabajo. La siguiente tabla recoge la planeación 
realizada. 
Tabla 3.1: Plan de Aula 
PLAN DE AULA 
Situación 
Didáctica 
Actividades 
Relacionadas  
Concepto a 
Desarrollar 
Intención  
 
 
 
 
 
Eratóstenes y la 
longitud del radio 
terrestre  
Euclides en 
colores 
Origen del ángulo Introducir a los estudiantes en el 
trabajo geométrico, de manera que 
construyan e interioricen algunas de 
las reglas (axiomas) de la 
geometría que les permitan analizar 
y proponer soluciones a los 
problemas planteados 
Comparando 
 
Semejanza de 
triángulos 
Regla y Compás 
 
Criterios de 
semejanza 
Jugando 
medimos la 
esfera 
Aplicación de las 
teorías 
Astronomía 
Náutica 
 
Medir la longitud 
del Asta de la 
bandera 
Semejanza y 
relaciones 
trigonométricas 
Orientar una transición de la 
semejanza de triángulos a las 
relaciones trigonometrías básicas  
La forma de la 
Tierra y sus 
medidas exactas 
Punta Gallinas El radian como 
unidad de medida 
en trigonometría 
Implementar el radian como unidad 
de medida practica en el trabajo 
trigonométrico y astronómico 
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El calendario Lunar Fases de la 
Luna 
Gráfica de las 
funciones 
trigonométricas 
Introducir la representación cíclica 
de las funciones circulares seno, 
coseno 
 
El método de 
Aristarco de 
Samos 
 
Midiendo la 
Luna con los 
pies en la Tierra 
 
Introducción del 
Teorema del 
Seno  
 
Mostrar la necesidad de utilización 
de otras técnicas en el desarrollo de 
triángulos que no son rectángulos 
3.7 Instrumentos para recoger la información  
Los instrumentos utilizados para recoger la información fueron las hojas de predicciones 
individuales o por equipos, informes escritos donde cada grupo de estudiantes mostró la 
estrategia empleada para acercar la solución de la situación planteada, de manera 
verbal, visual (mediante fotografías) y numérica. Además de estas formas básicas se 
llevó un registro fotográfico de cada sesión y las anotaciones (diario de campo) que 
sirvieron para emprender el análisis del trabajo.  
3.8 Las situaciones problema  
3.8.1 Primera situación problema 
Objetivo General: 
Introducir en el aula una visión del cosmos y del trabajo astronómico realizado por los 
griegos con el fin de brindar una idea de la utilización de la geometría en un trabajo 
práctico.  
 
Referente Teórico: 
Para contextualizar y dar inicio a la secuencia de actividades se recurrió a un recurso 
audio visual (el video), se presentó a los estudiantes el primer capítulo de la serie 
Cosmos de Carl Sagan. “En la orilla del océano cósmico” donde se hace referencia a  
Eratóstenes de Alejandría y el procedimiento que siguió para calcular la circunferencia de 
la Tierra. 
 
Figura 3.2: Ilustración del trabajo- primera actividad 
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Entonces se propuso a los estudiantes reflexionar sobre como reconstruir lo hecho por 
este autor legendario. Especialmente sobre que conocimientos matemáticos aplicó para 
hacer su razonamiento, de manera que se plantea la posibilidad de reproducir la 
situación vista. Para lo cual sería necesario acceder a la teoría matemática que el utilizó; 
por tal razón las primeras actividades fueron encaminadas a la introducción del concepto 
de ángulo y semejanza de triángulos, además definir términos como Cenit, Eclíptica, 
Solsticio. 
3.8.2 Segunda situación problema 
Objetivo General: 
Generar una transición del trabajo geométrico realizado en un lenguaje natural (cotidiano) 
con base en los criterios de semejanza al lenguaje formal de las relaciones 
trigonométricas. 
 
Referente Teórico: 
Se pidió a los estudiantes consultar sobre Tales de Mileto, y el procedimiento que utilizó 
(triángulos semejantes) en el siglo VI A. C. Para calcular la altura de las pirámides de 
Egipto que consistió en medir la longitud de sus sombras y compararlas con su propia 
sombra. De igual forma se socializa el trabajo hecho por Herón de Alejandría (siglo I), 
quien determinó la longitud de una distancia triangulando y utilizó un instrumento que se 
conoce como el dioptra de Herón. 
 
La dioptra [41]. Servía para medir ángulos y fue especialmente aplicada en astronomía 
hasta la llegada del astrolabio. Podía ser horizontal o vertical. En el caso de combinar 
ambos, hoy en día  se conoce como Teodololito. 
 
Figura 3.3: Ilustración método utilizado por Herón para medir alturas inaccesibles  
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Esta técnica sirvió para abordar uno de los principales problemas de la 
náutica renacentista. La determinación de 
marineros median el ángulo que formaba el Sol con el horizonte cuando pasaba por 
meridiano del lugar (altura meridiana del Sol)
establecieron un objeto alargado
gnomon vertical) sobre un plano horizontal
intervalos iguales de tiempo, cerca del mediodía.
El sol estuvo en el meridiano cuando la sombra proyectada tenga una distancia mínima 
de la base del gnomon a la punta de la sombra
norte-sur. Conociendo la altura del g
siguiente fórmula. 
Donde h es altura del gnomon y 
Con la introducción de estas historias, 
astronomía de posición como vertical del lugar, horizonte y ecuador terrestre. 
a los estudiantes medir el asta de la bandera que se encuentra en el patio central del 
colegio, se les dio a los estudiant
La única restricción que se interpuso fue la posibilidad de medirla mediante un método 
directo. Este trabajo se realizó en equipos de tal manera que el instrumento de 
recolección de información fu
realizó la institucionalización del concepto.
3.8.3 Tercera situación 
Objetivo General: 
Introducir el concepto de radian, círculo unitario y el uso del sistema radial en la medida 
de ángulos y su aplicación en problemas trigonométricos teniendo como contexto la 
forma de la Tierra y su sistema de coordenadas geocéntricas [25].
Figura 3.4: Latitud Punta Gallinas 
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la latitud de un lugar, si se hacía en el día los 
 [18]. Para poder hacer dicha medición 
 y afilado que arrojaba su sombra
 y esto permitió hacer marcas en ciertos 
 
, entonces el sol se encontró
nomon podían calcular la altitud máxima utilizando la 
l
h
=αtan  
les la distancia de la sombra 
fue necesario explicar algunos conceptos de 
es libertad de elegir la técnica a utilizar en la medición. 
eron los escritos que elaboró cada grupo. Finalmente se 
 
problema 
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astronomía 
el 
 (conocido como 
 en una línea 
Se propone 
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Referente Teórico: 
Con la introducción del concepto de coordenadas geográficas en la actividad anterior, se 
hizo hincapié en el interés que tuvieron los astrónomos en determinar la forma de la 
Tierra y sus medidas exactas, y en la posibilidad de la existencia  de seres antípodas, 
que fueron unas de las causas que originaron el carácter de perfección y le dieron la 
condición de ciencia a la astronomía. En tal sentido la unidad (de medida) utilizada hasta 
el momento en la clase para indicar la medida de los ángulos fue el grado y sus 
subdivisiones. Se indicó que esta unidad de medida es útil en áreas como la navegación, 
topografía y diseño, pero en aplicaciones científicas que requieren de cálculos más 
exactos como la física y la astronomía se usa el radian. Para introducir este concepto se 
acudió al programa informático de información geográfica en 3D Google Earth y se les 
pidió a los estudiantes ubicar el punto más extremo hacia el norte de nuestro país (Punta 
Gallinas) y a su vez, la ubicación de sus coordenadas geográficas. 
Figura 3.5: Imagen de un punto y distancia entre dos puntos con Google Earth 
 
Con base en la latitud geocéntrica φ del lugar )292712( '''´0 menteAproximada se modeló 
la  situación con Geogebra (ver Fig.3.4) y luego se preguntó a los estudiantes para que 
realizaran sus predicciones inicialmente individuales y luego grupales: 
 ¿Cuál será la distancia entre el ecuador terrestre y el punto que ubicaron?  
 ¿Qué procedimiento utilizaría para realizar dicha medición? 
Luego de haber recogido todas las predicciones individuales y grupales se realizó la 
institucionalización del concepto mediante la resolución de la situación. El resultado fue 
comparado con el indicado en el programa ver figura 3.5. 
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3.8.4 Cuarta situación problema 
Objetivo General: 
Utilizar las fases de la Luna para interpretar la representación periódica de las funciones 
trigonométricas e introducir la construcción gráfica de las funciones seno, coseno y 
tangente. Con base en la relación de la variación del ángulo en el círculo unitario (Ver 
Fig.1.4) con su representación en un sistema referencia, que no siempre es comprendida 
por los estudiantes.  
 
Referente Teórico: 
La Luna tarda aproximadamente 28 días en completar su órbita alrededor de la Tierra, 
movimiento que se repite periódicamente. Esto permite identificar 8 fases referentes a la 
parte visible según sea su posición con respecto al Sol dependiendo de los movimientos 
de la Tierra, las cuales se pueden apreciar en figura 1.4. Dado que el período de rotación 
de la Luna sobre su propio eje y el período de traslación alrededor de la Tierra coinciden, 
la Luna presenta siempre la misma cara hacia la Tierra 
3.8.5 Quinta situación problema 
Objetivo General: 
Adaptar el método seguido por Aristarco de Samos e Hiparco de Nicea para medir el 
diámetro de la Luna y mostrar los métodos utilizados para resolver triángulos que no 
contienen ángulos rectángulos (oblicuángulos) específicamente el teorema del seno. 
Referente Teórico: 
Aristarco concibió la idea que la Luna y el Sol forman un triángulo rectángulo cuando la 
Luna esta en cuarto creciente o cuarto menguante [35], esto le permitía saber sus 
distancias relativas a la Tierra (Fig. 2.8). Pero para medir sus tamaños pensó en el 
eclipse de Luna (ver Fig. 1.10). Como la Luna se mueve en el cielo a una velocidad 
constante, al medir el tiempo en que la Luna empieza a pasar de la penumbra a la 
sombra hasta que completa su entrada la distancia recorrida es su diámetro. De la misma 
forma al medir el tiempo que transcurre entre la entrada completa en la sombra hasta el 
instante en que comienza a salir nuevamente a la penumbra la distancia recorrida es el 
diámetro del cono de sombra. Aristarco encontró que la proporción de los tiempos es 
igual a la proporción de las distancias.   
 
 
 
  
 
4. Capítulo. Implementación De Las 
Situaciones Didácticas   
La implementación de las actividades buscó inicialmente motivar y agradar a los 
estudiantes, luego involucrar los conceptos teóricos y las técnicas necesarias para 
abordar los diferentes problemas referenciados. En ese sentido se promovió a través de 
las guías, que los estudiantes observaran, tomaran datos y utilizaran su intuición.  
 
Autores como Mason (1985) consideran importante que los estudiantes encuentren 
regularidades, diferencias y relaciones mediante la observación, que expresen 
verbalmente lo que observan y plasmen de forma escrita de la manera más concisa 
posible las relaciones. A través de este proceso se pretendió de alguna manera 
implementar el método científico, con lo cual se intentó institucionalizar el conocimiento. 
 
 
 
Los instrumentos utilizados para recoger la información pueden consultarse en los 
anexos. 
4.1 Actividad 1: “Euclides en colores” 
 
Descripción De La Actividad 
La actividad tiene por objetivo generar en los estudiantes las nociones de plano, ángulo, 
rectas paralelas, ángulos correspondientes, ángulos internos, ángulos externos, ángulos 
alternos internos, ángulos alternos externos, ángulos correspondientes, ángulos opuestos 
por el vértice. 
 
Procedimiento 
Se utilizó el plegado como herramienta didáctica, en concordancia con algunos autores 
[43] para quienes la Geometría es tal vez, la parte de las matemáticas más intuitiva, 
concreta y ligada a la realidad. Se generaron en el aula algunas reglas (axiomas) que 
servirán para la construcción de las nociones que pretendían buscar. 
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Tabla 4.1: Recolección y análisis de datos actividad 1 
 
 
Axioma 
 
 
Plegado 
 
Objeto Matemático 
 
Dados dos puntos p1 y 
p2, se puede realizar 
un pliegue que los 
conecte 
 
  
Recta que pasa por 
dos 
Puntos 
 
 
Dados dos puntos p1 y 
p2, se puede realizar 
un pliegue que los 
conecte 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mediatriz del 
segmento P1P2 
 
 
 
 
Dadas dos rectas l1 y 
l2, podemos plegar l1 
sobre l2 
 
 
 
 
 
 
Bisectriz del ángulo 
formado por las rectas 
l1 y l2 
 
Dado un punto p y una 
recta l, podemos hacer 
un pliegue 
perpendicular a l que 
pase por p 
 
 
 
 
 
Recta perpendicular a 
otra que pasa por p 
4.2 Actividad 2”Comparando”  
Descripción De La Actividad 
La actividad tiene por objetivo generar en los estudiantes la noción de semejanza, de tal 
manera que mediante la observación dirigida construyan intuitivamente los criterios de 
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semejanza. Para tal fin se utilizó como recurso didáctico las fichas de  “lego” que son de 
uso permanente en los grados de pre-escolar o básica primaria. Se formaron 6 grupos de 
estudiantes cada uno con su caja de material. Se hizo entrega de la guía y se explicó el 
procedimiento. 
 
Procedimiento 
En la guía entregada a cada grupo se indicó las instrucciones a seguir y luego se les 
solicitó  realizar algunas predicciones. A continuación se muestra el planteamiento: 
Se extiende la cinta métrica  sobre la mesa, sobre la marca de los 25 cm coloca 12 fichas 
de lego, coloca una varilla o “palo” desde el inicio de la cinta hasta la cima de las fichas. 
A continuación mide su longitud.  
 
Figura 4.1: Construyendo los criterios de semejanza con lego. 
 
Reflexiona y responde la pregunta antes de realizar el experimento: ¿Cuántas fichas se 
podrán apilar en la marca10 cm y 12 cm de manera que toquen la varilla?, ¿Por qué 
piensas en esa cantidad de fichas para los 10cm y los 12 cm? Realiza la práctica y 
responde nuevamente las preguntas. 
 
¿Encuentras alguna relación entre los lados de los triángulos que se formaron? 
4.3 Actividad 3”Regla y compás” 
 
Descripción De La Actividad 
Esta actividad pretendió orientar a los estudiantes a la institucionalización de los criterios 
de semejanza, que les permitiera encontrar relaciones entre lados y ángulos del triángulo 
(en este caso rectángulo), además de producir una transformación de lenguaje natural a 
lenguaje formal (el de las definiciones matemáticas). Se les pidió a los estudiantes 
construir diferentes parejas de triángulos semejantes, teniendo en cuenta los criterios que 
se discutieron en la actividad anterior, es decir: 
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 Dos triángulos son semejantes si tienen dos ángulos iguales. 
 Dos triángulos son semejantes si tienen los lados proporcionales. 
 Dos triángulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el ángulo. 
comprendido entre ellos igual. 
 
Procedimiento 
Se solicitó a los estudiantes construir 5 pares de triángulos semejantes utilizando regla y 
compás. Por lo que fue necesario instruir a los estudiantes en los procedimientos 
necesarios (por ejemplo) para hallar la mediatriz de un segmento entre otros. 
Figura 4.2: Construcción de triángulos semejantes con regla y compás – Muestra del 
trabajo de una estudiante. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Las predicciones se orientaron a que los estudiantes descubran las relaciones 
trigonométricas y realicen una transición del lenguaje natural al formal. 
 
Observa los triángulos que construiste y piensa en lo siguiente: Si divides: Lado 
Horizontal/lado oblicuo- Lado vertical/lado oblicuo-lado vertical/lado Horizontal, en cada 
triángulo semejante, ¿El resultado será: Igual, diferente o parecido? Y ¿Por qué?  
 
Realiza la práctica y contesta nuevamente las preguntas: ¿De qué característica del 
triángulo depende que obtenga este resultado? 
4.4 Actividad 4”Jugando medimos la esfera” 
 
Descripción De La Actividad 
Se proyecta nuevamente el segmento del video de la serie Cosmos de Carl Sagan. “En la 
orilla del océano cósmico” donde se hace referencia a  Eratóstenes de Alejandría y el 
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procedimiento que siguió para calcular la circunferencia de la Tierra.
estudiantes para reconstruir el trabajo
necesarios para hacerlo. Se modelo la situación con ayuda del programa de geometría 
dinámica y se propuso simular la situación con una esfera de icopor y unos palillos.
 
Figura 4.3: Modelo de la 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Procedimiento 
La actividad se realizó por equipos, cada uno de ellos con esferas de diferente tamaño, 
inicialmente el trabajo fue expositivo para indicar a los estudiantes la técnica de 
recolección de los datos
por la sombra) básicos para solucionar el problema.
Figura 4.4: Imagen de intervención en el aula actividad.
 
 
 
 
 
 
 
, indicándoles que ellos ya tienen los conocimientos 
actividad “Jugando Medimos La Esfera” 
 (como ubicar la luz simulando el solsticio y el ángulo generado 
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 Se estimula a los 
 
52 Transición Geometría, Trigonometría Y Astronomía  
 
 
4.5 Actividad 5”Medir la longitud del asta de la bandera” 
 
Descripción De La Actividad 
Se propone medir el asta de la bandera que se encuentra en el patio central del colegio, 
se les dió a los estudiantes libertad de elección de la técnica que utilizarían en la 
medición. La única restricción que se interpuso fue la posibilidad de medirla mediante un 
método directo. Se esperaba que algunos equipos resolvieran la situación por un método 
trigonométrico. Con esta actividad se indago si la relación entre semejanza y relaciones 
trigonométricas había sido interiorizada significativamente por los estudiantes. 
 
Figura 4.5: Imagen de estudiantes midiendo el asta de la bandera con diferentes 
métodos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Procedimiento 
 
Las estrategias utilizadas por cada equipo fueron diversas, utilización de la “Dioptra” 
hecha con un palo, un transportador y un objeto relativamente pesado unido a una 
cuerda, la utilización de la sombras, el uso de la reflexión mediante un espejo , la 
comparación de la escala en una fotografía, el uso de un apuntador. Todos los proyectos 
ideados por los estudiantes tuvieron asesoría en las inquietudes que surgieran en cada 
equipo. 
4.6 Actividad 6”Punta gallinas” 
Descripción De La Actividad 
Esta actividad busca que los estudiantes identifiquen algunas actividades en las cuales 
se requieren medidas más precisas que los ángulos, para lo cual pueden utilizar minutos 
y segundos de arco o radianes. Para ello se dispuso de la sala de informática y se integró 
el recurso Google Earth que permitió hacer una representación de la situación problema. 
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Procedimiento 
Se indicó el manejo básico del programa y se les pidió a los estudiantes ubicar el punto 
norte más extremo de nuestro país, luego de ubicar las coordenadas y con base en la 
latitud del lugar (Punta Gallinas
hacer las siguientes predicciones.
 
¿Al dibujar la situación se genera un triángulo 
¿Qué procedimiento se puede utilizar  para encontrar la distancia?
 
Luego se resolvió el problema utilizando las ideas de los estudiantes y finalmente 
introduciendo la noción de radian, las respuestas se compararon c
el programa.  
4.7 Actividad 7”Las fases de la Luna”
 
Descripción De La Actividad
Para modelar las fases de la Luna, se utilizó el salón de audiovisuales con el fin de 
generar un ambiente oscuro. Se ubicó un foco que simuló el Sol, de igua
simular la visual desde el horizonte celeste se ubicó una silla con rodachinas donde los 
estudiantes se ubicaron sosteniendo una esfera de icopor de color opaco debido a que la 
Luna no emite luz propia, sino que refleja la del Sol. Cada vez qu
silla la luz del foco fue 
de la Tierra. Luego de exponer cu
entregó a los estudiantes una guía para desarro
 
Procedimiento 
En la guía se pide a los estudiantes hacer una gráfica de la (cantidad) superficie 
observada en función del tiempo, colocando la Luna nueva en el origen del sistema de 
referencia y la Luna llena como el punto máximo.
 
Figura 4.6: Gráfica de superficie observada 
 
 
 
 
 
 
 
 departamento de la Guajira Colombia
 
rectángulo o que forma tiene la figura?
 
 
 
e el estudiante giró en la 
mostrando las características fases durante cada órbita alrededor 
áles son las fases de la Luna y cómo se originan, se les 
llar. 
 
de la Luna en cada fase en función del tiempo.
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), se les solicito 
 
on el dato que ofrece 
l forma para 
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Al comparar el modelo generado por la aparente órbita circular de la Luna sobre la 
(en este caso simulada por la visual del observador) 
haciendo coincidir dicha trayectoria con la variabilidad de las coordenadas 
punto al desplazarse por la 
de las gráficas circulares de seno, coseno y tangente s
Figura 4.7: Círculo de radio Uno.
 
 
 
 
 
 
4.8 Actividad 8”Midiendo la Luna con los pies en la 
Tierra” 
Descripción De La Actividad
Se planteo a los estudiantes la posibilidad de aproximar la medida del diámetro de la 
Luna sin necesidad 
contextualización de la actividad, con base en stellarium,
estudiantes reflexionar sobre diferentes estrategias a utilizar para dar
problema. 
 
Figura 4.8: La Luna observada en Stellarium
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con un círculo de radio uno
periferia del círculo (ver fig. 4.7) Se introduce la construcción 
obre una hoja milimetrada.
 
 
de viajar hasta ella. En el primer momento se hace una 
 donde se permitió
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Tierra 
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 de un 
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 solución al 
Capítulo 4 
Se solicitó a los estudiantes que realizaran las siguientes predicciones individualmente y 
luego grupalmente: ¿Es posible realizar la medición pedida?, ¿Qué datos serían 
necesarios saber para hacer la medición?
 
Procedimiento 
Para la realización de la práctica se hizo
mediante  el programa de geometría dinámica GeoGebra. 
 
Figura 4.9: Modelamiento de la actividad “Midiendo la Luna con los pies en la Tierra”
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Se solicitó a los estudiantes consultar algunos datos relevantes para el problema como la 
distancia de la Tierra a la 
 La práctica consistió en medir los ángulos de elevación con la “dioptra” elemento ya 
utilizado en actividades anteriores y utilizar una moneda  a cierta distancia de la vista 
simulando un eclipse. 
Figura 4.10: La Luna Eclipsada con una moneda.
 
 una modelación de la situación a los estudiantes 
 
Luna para luego hacer la práctica de campo (observación). 
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5. Conclusiones  
La metodología  
Cualquier metodología utilizada llámese constructivismo o aprendizaje activo, perderá su 
intención si el docente no tiene un propósito claro de lo que quiere lograr. En tal sentido 
la utilización de material didáctico, no conduce necesariamente a representaciones 
conceptuales o a la construcción de aprendizajes matemáticos. La condición necesaria 
es que su diseño y elaboración tenga unos propósitos (que se elabore una situación 
didáctica), de manera que cuando se utilice propicie encuentros significativos para la 
construcción de los conocimientos implicados. Si el docente no tiene claro el objetivo a la 
hora de usar el material, este puede entorpecer el aprendizaje, máxime cuando 
históricamente la matemática se asocia a un trabajo abstracto, el uso del material podría 
representar un obstáculo. Según Fandiño (2009) encontrar modelos concretos a 
cualquier precio, puede generar estrategias poco adecuadas y generar obstáculos 
didácticos para la construcción de conocimiento. 
La historia  
La metodología pretende una reconstrucción más o menos histórica de los conceptos 
matemáticos pero un gran porcentaje de los docentes no tienen conocimiento acerca de 
toda la historia de las matemáticas, una gran cantidad solo conoce el producto final (es 
decir el trabajo simbólico de las relaciones). De la misma manera la preparación del 
docente es fundamental a la hora del diseño de situaciones problema. Autores como 
Fuenlabrada et al. (2005), indican que “debemos saber un poco de matemáticas para 
poder resolver o cuando menos reconocer problemas en nuestro entorno, por lo tanto las 
matemáticas de la escuela deben estar relacionadas y aportar elementos para la 
respuesta a necesidades Matemáticas de la vida diaria en sociedad”. En ese sentido la 
formación permanente del maestro para fortalecer no solo su quehacer pedagógico sino 
también su saber disciplinar debe ser un objetivo principal en el proyecto profesional de 
cada uno. 
Los contenidos  
Al diseñar las clases el docente no puede casarse con unas u otras teorías por mucho 
que estén de moda y con el nombre que tengan (pedagogía activa, pedagogía 
conceptual, pedagogía crítica), es él quien debe tener la autonomía de decidir cuáles 
elementos le sirven en determinada situación. Tampoco debe ser la metodología un 
58 Transición Geometría, Trigonometría Y Astronomía  
 
 
obstáculo para intentar buscar una institucionalización del concepto y pasar de lo 
concreto a lo abstracto buscando la rigurosidad de la matemática, no se puede privar a 
los estudiantes de estos conocimientos. En definitiva se debe buscar un equilibrio entre lo 
didáctico y lo disciplinar.  
Ambientes de aprendizaje alternativos 
La utilización de la astronomía como marco epistemológico que dio origen a la 
trigonometría, sirvió para contextualizar y motivar a los estudiantes; a su vez impulsó la 
experimentación y el análisis científico, permitiendo encontrar una alternativa a la clase 
tradicional y generó la utilización de recursos que tiene el colegio y que generalmente no 
son usados en la clase de matemáticas, entre otros la sala de sistemas y el salón de 
audiovisuales. 
Sistemas de representación  
Las situaciones didácticas utilizadas potenciaron la utilización de diferentes modelos, 
concretos, gráficos y simbólicos. El trabajo con dichos modelos permitió a los estudiantes 
encontrar relaciones entre contextos geométricos y contextos algebraicos (la modelación) 
que motivaron un trabajo netamente matemático. En ese sentido se observó que aún  
persisten vacíos en algoritmos y manejo algebraico básico  para solucionar un problema. 
La evaluación  
Como la metodología fue utilizada en el desarrollo de las clases normales, la concepción 
de evaluación también necesitó de una revisión, pues se apartó de la valoración 
cuantitativa tradicional. En ese sentido se observó el proceso de cada grupo desde el 
planteamiento de sus predicciones y su re direccionamiento para mejorar e 
institucionalizar los saberes implicados mediante el trabajo de campo y las conjeturas 
alcanzadas.   
 
En síntesis 
Se encontraron evidencias de los avances conceptuales de los estudiantes respecto de 
las observaciones que dieron origen a la investigación, en este sentido se percibió que 
los estudiantes encuentran relaciones lógicas, anticipan resultados, plantean ecuaciones, 
pero aún les falta destreza algorítmica para despejar una variable o para solucionar un 
sistema de ecuaciones. Respecto al método  queda claro que algunos contenidos de las 
matemáticas escolares pueden ser enseñados mediante proyectos interdisciplinares a 
través de procesos de investigación dirigidos a la explicación de fenómenos (en este 
caso astronómicos), esto no implica que se relativice el pensamiento científico pues 
todas las repuestas deben ser validadas rigurosamente.   
  
 
A. Anexo: Implementación De La 
Actividad “Euclides En Colores”  
 
“EUCLIDES EN COLORES” 
Realización de la práctica: 
 
Los estudiantes realizaron una confrontación de sus ideas con las definiciones teóricas, 
de lo cual se puede concluir que a pesar de que la naturaleza del ángulo parece ser un 
concepto fácil de adquirir, la practica demostró que no todos los estudiantes tenían una 
idea clara al respecto, esto corresponde con las dificultades que los griegos (Como cita 
Proclo) observaron sobre él. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La idea de rectas paralelas que cotidianamente se experimenta, no es tan fácil de definir 
formalmente para los estudiantes, con la introducción de la definición de ángulo se facilita 
su interpretación. Cabe anotar que en el plan de estudios de grado noveno (es decir 
temas que ya desarrollaron los estudiantes de este curso) se contempla que los 
estudiantes identifiquen y utilicen diferentes maneras de definir la pendiente entre otras 
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las que representan en el plano cartesiano situaciones de variación , en los textos  se 
encuentra la definición [33 ]: 
 
“si l  es una recta no paralela al eje y , y si ),( 111 yxp y ),( 222 yxp son puntos diferentes 
en l , entonces la pendiente (o inclinación)  m de l esta dada por: 
 
12
12
xx
yy
m
−
−
=  
Si l es paralela al eje y , entonces la pendiente no está definida”. 
Lo que indica la definición es que la pendiente representa la constante de 
proporcionalidad entre lo subido y lo avanzado (teniendo en cuenta un sistema de 
referencia), si se trazan rectas paralelas en el plano lo que verifica esta propiedad es que 
los triángulos imaginarios correspondientes sean congruentes. Esto evidencia que no 
existe una coherencia entre lo que se enseña en las asignaturas de álgebra  y geometría 
por los problemas expuestos en la introducción de este trabajo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
En un segundo momento se realizó la transición de un lenguaje natural y cotidiano a un 
lenguaje más técnico y formal, esto con base en la utilización de los colores para 
identificar los ángulos congruentes. 
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La institucionalización (profundización) del tema se hace mediante la realización de una 
guía y solución de problemas que no pueden faltar en la clase de matemáticas.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
B. Anexo: Implementación De La 
Actividad “Comparando” 
 
Aunque Tales de Mileto vivió (624 a. de C)  en una época anterior a la de Euclides, para 
poder comprender el “Teorema de Tales”, es necesario estudiar las definiciones y 
proposiciones de Los Elementos de Euclides. Se sabe que viajo por Egipto y se cuenta 
que Tales midió la altura de las pirámides midiendo la longitud de las sombras en el 
momento en que la sombra proyectada por un palo vertical era igual a su altura.  
 
Con esta actividad experimental abordo de manera empírica los criterios de semejanza 
de los triángulos. De acuerdo con el historiador O. Neugebauer [43]  la matemática 
prehelénica no contaba con nada que pudiera llamarse un teorema y por lo tanto no 
contaban con pruebas tal como lo entendieron los griegos.  
 
Se tenían conocimientos de índole intuitiva y para probarlos les bastaba el hecho de que 
tales resultados, cada vez que eran utilizados en la práctica, llevaban a conclusiones que 
no contradecían lo que la experiencia había recogido de la realidad. 
 
De lo anterior se deduce que la forma de introducir este concepto en la educación media, 
debe ser a través de talleres experimentales, en los que los estudiantes tengan la 
posibilidad de observar y sacar conclusiones que conduzcan a la construcción de la 
teoría, este fue el objetivo de esta actividad.  
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C. Anexo: Implementación De La 
Actividad “Regla Y Compás” 
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Luego de la realización de la práctica se propuso una guía para consolidar el lenguaje 
formal. 
 
 
 
Marca cada vértice de la figura con una letra (mayúscula) e indica cuántos triángulos 
observas.  
¿Cuáles  de  ellos son semejantes?, ¿Por qué los son?
Completa la siguiente tabla:
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     Medidas 
 
 
Triangulo 1 
 
Triangulo 2 
 
Triangulo 3 
Angulo 1    
Angulo 2    
Medida del cateto 
largo 
   
Medida del cateto 
corto 
   
Medida de la 
hipotenusa 
   
hipotenusa
olcateto arg−
 
   
 
hipotenusa
cortocateto −
 
   
cortocateto
olcateto
−
− arg
 
   
 
olcateto
cortocateto
arg−
−
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D. Anexo: Implementación De La 
Actividad “Jugando Medimos La 
Esfera” 
La práctica se realizó a manera de laboratorio, en donde se fue reconstruyendo el 
procedimiento de Eratóstenes en un aula donde se pudo generar un ambiente oscuro 
que favoreció la sombra de los palillos, algunos grupos prefirieron hacerlo directamente 
con el sol.  
 
El procedimiento consistió en generar un rayo de luz sobre dos palillos colocados sobre 
una esfera de icopor, en realidad se utilizó un palillo que se partió a la mitad, debido a 
que el tamaño no era proporcional y la sombra terminaba fuera de la esfera. 
 
Hecho esto se procuró que el rayo estuviera perpendicular a uno de los palillos de tal 
manera que no generara sombra, reconstruyendo así el paso del Sol por el cenit en el 
solsticio de verano en el hemisferio norte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Como el otro palillo gener
el final de la sombra simulando el 
 
 
En un segundo momento se modelo la situación con su representación gráfica y se 
ubicaron los datos recogidos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Como no todas las esferas con las que trabajaron los grupos son iguales, el 
procedimiento numérico se fue reconstruyendo de manera general haciendo énfasis en 
a una sombra, con un hilo se calculó el ángulo entre el palillo y 
gnomonutilizado por Eratóstenes.
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los elementos de geometría que ya se conocían. Entre ellos los ángulos entre paralelas, 
es decir α  y β  son congruentes por ser ángulos alternos internos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El trabajo geométrico parece haber quedado interiorizado por los estudiantes, pero se 
siguen presentando problemas en el trabajo netamente algebraico, es decir en la parte 
algorítmica, por ejemplo al despejar una variable. 
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E. Anexo: Implementación De La 
Actividad “Medir la Longitud del Asta 
de la Bandera” 
Esta actividad fue tal vez la que más despertó la creatividad de los estudiantes, el 
instrumento de recolección de datos se basó en los informes entregados por cada grupo, 
aunque inicialmente se les comento como se podría trabajar con el instrumento ideado 
por Herón de Alejandría (siglo I), llamado la Dioptra, solo algunos grupos acudieron a él, 
los demás grupos aplicaron diferentes métodos que incluso no aparecían dentro de las 
historias de los antiguos astrónomos que se les había comentado. 
 
 
La toma de datos, la observación y el trabajo de cálculo de resultados fue interesante 
porque aplicaron de alguna manera el método científico y eso es lo que se persigue con 
este tipo de secuencias, que los estudiantes dinamicen su pensamiento científico. 
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Al sacar el promedio de los resultados obtenidos, los estudiantes concluyeron que el asta 
mide aproximadamente 10 metros, lo interesante de la actividad fue la implementación 
que realizaron de la teoría abordada en clase. 
La mayoría de los grupos acercaron la solución utilizando la semejanza de triángulos, 
solo algunos de ellos acudieron a las funciones trigonométricas. En la profundización de 
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la actividad  se hizo énfasis en la articulación que se encuentra entre las dos 
metodologías. 
De igual forma se plantean problemas que orientan el uso de las funciones 
trigonométricas, esto con el fin de no dejar de lado aquellas situaciones teóricas que 
necesitan del ingenio y agilidad algorítmica de los estudiantes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
74 Transición Geometría, Trigonometría Y Astronomía  
 
 
 
 
F Anexo: Implementación De La 
Actividad “Punta Gallinas”  
En el primer momento de la actividad los estudiantes interactuaron con el programa, pues 
muchos de ellos no lo habían utilizado anteriormente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En  el segundo momento se propuso a los estudiantes el problema, se dejo un espacio 
para la reflexión entre compañeros y luego se les solicito realizar las predicciones 
individuales. 
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Para la realización de la práctica (fase de institucionalización o profundización) se 
exponen dos metodologías.
Método de comparación:
Inicialmente se modelo el problema:
 
Como la latitud φ del lugar 
decimal: 
Se llamó s a la distancia en kilómetros que hay entre la línea ecuatorial y PG, se realizó la 
siguiente comparación teniendo en cuenta que el radio aproximado de la Tierra es de 
6370 kilómetros. 
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es ''29'27º12  aproximadamente, se expresó
3600
29
60
2712 ++  
007.045.012 ++=  
º457.12=  
 Y Astronomía  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
φ  en forma 
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360
)º457.12)(2( r
s
pi
=  
kms 937.1384=  
Utilización del sistema radial. 
Habiendo introducido el concepto de radian mediante su definición, se expresó φ  en 
radianes: 






=
180
457.12 piφ
 
radianes217415664.0=φ  
Pero por definición la medida en radianes es: 
km
LA
6370
=φ , 
Donde LAes la longitud de arco o s , de lo cual se obtuvo: 
217415664.0
6370
=
km
LA
, 
 
Por lo tanto )6370)(217415664.0( kmLA =  
Con lo que se encontró que 937.1384=LA  
 
Resultado que es congruente con el resultado anterior. 
La solución indica que la fórmula que se utiliza para calcular longitudes de arco es. 
φrs =  
Donde s es la distancia medida sobre circunferencia, r es el radio y φ  es el ángulo 
medido en radianes.  
Finalmente con una herramienta del programa se encuentra la respuesta aproximada y 
se compara con las respuestas encontradas por métodos trigonométricos y geométricos. 
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G Anexo: Implementación De La 
Actividad “Las Fases de la Luna” 
La actividad se inició con un diagnostico acerca de la idea que tienen los estudiantes de 
las fases de la Luna, luego se les solicito realizar predicciones del porqué se generan las 
imágenes que vemos del satélite. 
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Luego se realizó la práctica, colocando un observador de cada grupo. 
 
Para la realización de esta práctica fue necesario encontrar un método con el cual se 
lograra modelar las fases de la Luna, en ese sentido se adaptó el mecanismo que utilizan 
en el planetario distrital. 
La perspectiva que tuvo cada observador fue la siguiente: 
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A medida que el observador indicaba que porción de Luna estaba viendo en cada giro 
sus compañeros ubicaban los puntos en el  plano cartesiano, cuando se terminó el ciclo 
se comentó a los estudiantes que la secuencia de números comenzaba nuevamente 
simulando el otro hemisferio, de tal manera que se generó la gráfica de la función seno.  
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H Anexo: Implementación De La 
Actividad “Midiendo La Luna Con Los 
Pies En La Tierra”  
Como se había previsto en el primer momento de la actividad, se desarrolló una sesión 
en donde los estudiantes interactuaron con el programa stellarium, esto sirvió para 
contextualizar el problema y mostrar un punto de vista diferente del universo. 
 
 
En la segunda sesión se preguntó a los estudiantes, ¿Cómo se podría medir el diámetro 
de la Luna sin salir de la Tierra?, se tomaron las predicciones individuales de los 
estudiantes, a continuación se muestran algunas.  
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En la tercera sesión se realizó una modelación de la situación, debido a que por 
cuestiones climáticas la observación del astro (La Luna) no fue posible. Con el modelo se 
implementó la metodología propuesta. 
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Se simulo la Luna con una esfera de icopor, se explicó a los estudiantes la idea para 
realizar la medición con una moneda, se tomó la medida de la distancia del observador al 
objeto.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Para la observación se tomaron monedas de tres denominaciones. De igual forma se 
mide la distancia a la que cada observador podía “eclipsar” la esfera. 
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Para medir el diámetro de cada moneda se utilizó un calibrador “pie rey, con esto se 
espera reducir el porcentaje de error experimental. 
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En la cuarta sesión se modela la situación geométrica con ayuda del software 
matemático GeoGebra. 
 
Luego de explicar el sustento teórico del modelo, se realizaron las operaciones 
matemáticas y se recolectaron los datos. 
Tabla de datos 
Denominación 
 
d  
En mm 
D
 
En mm 
r
 
En mm 
R
 
En mm 
Diámetro 
50 360 1845 10.9 55.86 111.72 
100 406 1845 11.5 52.25 104.5 
200 418 1845 12.2 53.81 107.62 
 
Donde d es la distancia del ojo del observador a la moneda,  D es la distancia del ojo del 
observador a la esfera, r es el radio de la moneda, R es el radio calculado de la esfera. 
Para explicar la situación desde la trigonometría, se utilizó el instrumento (material 
didáctico) denominado “La dioptra de Herón”,  con el cual se calcularon los ángulos de 
elevación desde el observador hasta la parte superior de la esfera y el centro aparente de 
la circunferencia de la esfera. 
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Nuevamente se modela con GeoGebra.
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Se utiliza el teorema del Seno para hallar la medida del radio aparente de la esfera. 
R
sen
mm
sen º3
1845
º70
=  
R
sen
mm
sen º2
1845
º70
=  
º70
)1845)(º2(
sen
mmsenR =  
º70
)1845)(º2(
sen
mmsenR =  
939.0
)1845)(034.0( mmR =  
8.66=R  
6.133=D  
 
 
El porcentaje de error. 
Se calcula el diámetro de la esfera con ayuda del calibrador. 117.4 mm, el promedio de 
los datos recolectados geométricamente es 107.95mm. 
El porcentaje de error (método geométrico) es: 
 
100*
4.117
4.11795.107Error % −=  
04.8Error % =  
 
El porcentaje de error (método Trigonométrico) es: 
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100*
4.117
4.1176.133Error % −=  
79.13Error % =  
 
Es muy probable que en las medidas tomadas con la plomada y el transportador le 
estemos siguiendo los pasos Aristarco en cuanto al error cometido. 
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